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1. はじめに  

ミリ波車車間通信に関する伝搬実験に基づき、ミリ

波車車間伝搬強度に路面のうねりが影響していること

を示唆する報告がある[1]。うねりのある面上における

ミリ波伝搬強度計算法の検討が必要と考えられる。 

筆者等は、うねりのある面上におけるミリ波伝搬強

度を、物理光学法による積分表現に基づき、漸近近似

計算する方法について検討を行っている。漸近計算法

では、物理光学法と遜色のない計算精度が期待される

とともに、物理光学法には無い伝搬メカニズムの分析

機能が期待されるためである。 

筆者等は最近、物理光学表現に現れる回折積分中の

位相関数が４次関数近似可能な場合について、その回

折積分（Pearcey 積分）を最急降下法により Hadamard

展開評価する方法[2]を用い、受信強度を漸近計算する

方法を提案した[3]。また、数値計算に基づく検討[3]、

及び室内模擬実験に基づく検討[4]により、その漸近計

算法の適用性が、伝送距離 対うねりの空間波長 の

比にしておおよそ２程度以下であることを示した。伝

送距離内により複雑なうねりが存在する場合には、よ

り高次の位相関数に対応した漸近計算法が必要である。 

D sλ

このような背景から、本稿では物理光学法の積分表

現に基づく文献[3]の漸近計算法を拡張し、高次位相関

数型の回折積分を用いた伝搬強度の漸近計算法を導出

する。また、導出した漸近計算法による数値計算結果

が、 2/ >sD λ の場合にも物理光学法による数値計算結

果と良好に一致することを示す。 

 
2. 受信強度の物理光学表現  

図１のような、うねりの面上の伝搬路と座標系を仮

定して検討する。うねりの面は、z=z(x)で表現される

ものとし、 x 軸方向にのみうねりを有し、y 軸方向に

は一様とする。送信点 の座標を(0, 0, z(0)+ht)、

受信点 の座標を(D, 0, z(0)+hr)とする。また、本

研究では、うねりの面が送受信点間で照射領域にある

ものとする。 

Tx
Rx

うねりの面上におけるマルチパス受信電圧 V は、直

接波受信電圧 Vd とうねりの面からの散乱波受信電圧

Vs の和として与えられる。  
 

sd VVV +=               (1) 
 
ここで、Vd は次式で与えられる。  
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ただし、 1−=j 、R0 は受信給電系のインピーダンス、

Pt は送信電力、gtf, grf は直接波方向の送信アンテナ利

得、受信アンテナ利得、λとは k は電波の波長と波数、

Df は直接波の伝搬距離である。  
Vs は、Kirchhoff-Huygens の原理に基づき物理光学近

似を行うことにより次式で与えられる [3]。  
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ただし、Dt は Tx と散乱点の間の距離、Dr は散乱点と

Rx 間の距離、Ds(=Dt+Dr)は散乱経路長、gt は散乱点方

向における送信アンテナ利得、gr は散乱点方向の受信

アンテナ利得、βは散乱点における面の傾き角（ x 軸

を基準に反時計方向を正）、θ r は水平方向と Rx から散

乱点を見た方向の成す角、θ i は散乱点における入射角、

R は散乱点接平面におけるフレネルの反射係数である  
 

3. 受信強度の漸近近似表現  
Ds(x)の関数形は D、h t、hr、z(x)に依存し、散乱面が

平坦な場合には下に凸な形になる。面にわずかにうね

りが加わると、うねりの振幅、波長、位相に応じて Ds(x)
に変化が生じるが、下に凸であるというおおよその傾

向には変化は生じない。従って、Ds(x)は変数 x に関し

て偶数次で、最高次の係数が正の多項式で近似できる。

既報告の論文 [2]では、Ds(x)が４次式の場合について、

物理光学法に基づく式 (3)に漸近近似を行った表現を

導出し、数値計算により伝送距離 D とうねりの面の空

間波長 sλ の比２程度以下で有効であることを示した。

また関連した論文 [4]においてその妥当性を実験的に

確認した。  
うねりの複雑さが増すとともに、Ds(x)をより高次

の多項式で表現した場合の漸近計算法が求められる。
図１ うねりの面上の伝搬路 . 
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以下その具体的計算法についての検討結果について述

べる。  
Ds(x)が一般に p 次の偶数次多項式で表されるもの

と仮定すると  
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の変数変換により変数 を用いた規範形に変形すると、 t
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ただし、 は より容易に求められる

係数であり、 、 、 である。 
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(3)式の被積分関数の位相関数 )(xkDs− を変数 tの関数と

して とすると  )()( tkxkD p
s ψχ−=−
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と な る 。 こ こ で 、 )(tψ の ア ク テ ィ ブ な 停 留 点 を

、 を通る複素 t 平面上の最急降下路を),,1(, Nitai L= ait iΓ

とすると、  
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ただし、 を連結した経路は、複素 t 平面上で

連続変形により実軸へと変形できる経路である。停留

点は

NΓΓΓ ,,, 21 L

)(tψ の１次導関数 の零点なので、)()1( tψ 1−p

sV

個の

停留点が存在する。停留点は鞍部点なので、上式の最

急降下路に沿った経路での積分には停留点近傍領域が

主要な寄与をする。このことから被積分関数中の

を で代表できるものとして近似すると、 を計

算するための漸近近似表現が得られる。  
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式 (11)を具体的に計算するには、 p 次の位相関数を有

する回折積分  
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の計算法と、アクティブな停留点の決定法が必要であ

る。以下、節を改めてこれらの方法について述べる。  
 なお、本稿では、全ての停留点は１次停留点である

場合について取り扱う。また、ある停留点を通る最急

降下路上には他の停留点が来ることはないものとする。

これらの例外的な場合については別途個別の扱いを行

う対応と、より単純な現実的対応としては、停留点の

融合、あるいはある停留点の最急降下路上に他の停留

点が来る、などの状態に十分に近い状態での の計算

値により上述の例外的な場合を近似することが考えら

れる。 は、停留点の状態を制御する係数 を

制御変数と見なした場合、制御変数に対して連続な関

数であることから、後者の対応が可能と考えられる。

本稿では後者の対応を想定し、全ての停留点は１次停

留点であり、また、最急降下路上には複数の停留点が

存在しない場合について考察する。  

sV

b ,, 2sV pbb ,1 L

４．最急降下法による回折積分  

ここでは、文献 [1]に述べられている４次位相関数型

の回折積分（Pearcey 積分）を最急降下法で Hadamard
展開評価する方法を、任意の偶数次位相関数の場合に

適用するための定式化を行う。これは文献 [2]の手法の

直接的な拡張であるが、記述の自己完結性を保つため、

本節では拡張した手法の基本的ステップを簡潔に記述

する。  
 回折積分 Nκκκ ,,, 21 L の計算手法は同様なので、下添

え字を取り、 κ として説明する。また、これに関わる

アクティブな停留点、及びそれを通る最急降下路につ

いても下添え字を取り、 とする。  Γ,at

)(tψ を で Taylor 展開すると、  at
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ただし、 )()( tiψ は )(tψ の 次i の導関数である。新たに非

負の実変数 u を導入すると、 at を通る最急降下路上の

点は次式を満足する。  
 
 )()( attju ψψ −=−                             (14) 
 
ここで、 att −=τ とすると最急降下路は、Lagrange の

定理 [4]により、次式により求められる。  
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(15)式右辺の括弧中の複号は の複号に対応し、最急

降下路が から の増加に伴い両側に延びて行くこと

に対応している。式 (15)右辺の級数の に関する収束

半径を とし、これに対応する を 、最急降

下路上の

±τ
at

0

u
u
(1 =uω u )0ω

t を 、対応する±
1t τ を とする。±

1τ 00 =u

]

とす

ると、区間 [ 対応する区間 [ における積分は、 ]1,0 uu , 11
− t+t
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さらに、 (17)を (16)に代入し整理すると  
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式 (24) の 1uu − に 関 す る 収 束 半 径 を 1ω と 表 し 、

とする。また、 とする。こ

のとき、区間 に対応する t の最急降下路区間にお

ける回折積分は  
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最急降下路の式を用いて整理すると、  ただし、 ),( wνγ は不完全ガンマ関数であり、  
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不完全ガンマ関数は合流形超幾何微分方程式の解であ

り、Kummer の合流形超幾何関数を用いて以下のよう

に表現される [6]。  
のように解析的表現が得られる。 に対応する経

路の区間についても同様の手順を繰り返すことにより、

以下のように Hadamard 展開による経路積分の解析的

表現が得られる。  
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以上の関係を用いると、  

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥+−
−

=+
+

−

=

=

=

∑

∑

∑

∞

=

−+−

∞

=
+

+

−

−−
+

∞

=
+

)1(,);1;1()(
!

)(

)0(,);
2
3;1(

)!12(
)(2

),(

),(

1
,,

0
012

2
1

0

)(
1

0
1

0

lkiFhh
i

j
e

lkiFg
i
j

e
S

Seeuu

uu

i
l

p
ilil

i
lk

i

p
i

i
k

l

l
uktjk

ll

l
ll

l
p

p

la
p

ωχ
ω

ωχ
ω

κ

κκ

ωχ

ωχ

χψχ

                     (27) 

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
+

−
•

=

∑
∞

=

+
+

+
−

−

0
0

2
1

0
12

2
1

)(
10

;
2
3;1

)!12(
)(2

),(

0 ωχω

κ

ωχ

ψχ

p

i

i
i

i
k

tjk

kiF
i

gje

euu

p

a
p

 (21) 

 
以上により、停留点 を含む最急降下路の区間  at ],[ 11

+− tt
における経路積分の解析的表現が得られた。  

同様に、 の領域を取り扱うため、 、 にお

いて

1uu > −
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ただし、 はlS κ を Hadamard 展開表現した場合の第 区

間の項､ は式 (24)の の下添字 1 を に置き換え

たものである。
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,( ll uuκ の大きさは Hadamard 展開項

と、指数関数的に減少する の積による。なお、

最急降下路計算式の収束半径については、Lagrange の

定理の成立条件 [5]を満たすように決める必要がある。 
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上式から Lagrange の定理により、 の領域の最急

降下路を計算できる。 とおくと、  

1uu >
±± −= 1ttτ

５．アクティブな停留点の決定原理  

５．１  停留点を通る最急降下路の性質  
５．１．１ 一般的性質  

任意の停留点を とするとその近傍では、  st
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 2)2( ))((
2
1)()( sss tttjtjtj −−−≅− ψψψ             (28) ５．１．3 実停留点を通る最急降下路に固有の性質  

これまで停留点を実数か複素数かを区別せず の記

号で表してきた。ここでは、実停留点を

st
,,L )2,1(, miri = 、

複素停留点を ),,2,1(, nlcl L= のように記号を区別して扱

う。なお、 の下添え字 i は、ir r の値の昇順の番号であ

り、 の下添え字 l は の実部の値の昇順の番号である。

ただし、複素共役な対については虚部が正の方に若い

番号を振るものとする。このようにして停留点を一意

に識別できる。このとき、  
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停 留 点 を 通 る 最 急 降 下 路 は 、 1)2sin( −=+ θφ 、

0)2cos( =+ θφ の条件を満たすので、停留点 の両側に、st
2/4/3 φπθ −= の方向と、その逆方向の 2/4/ φπθ −−= 方

向に出て行く曲線となる。即ち、停留点において最急

降下路は一意に定まる。  
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次に、最急降下路上の任意の点 （非停留点）にお

いてその振る舞いを調べる。非停留点近傍では、  
nst 複素停留点は共役対から成るので、 は必ず偶であ

り、p 次多項式関数の停留点個数は

n
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が偶の場合は は奇となる。このとき、実停留点
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slsis rcrrpr

1 1

)2( )()()(ψ               (36)  
ここで、 とすると、  ζσ ργψ j

ns
j

ns ettet =−= ,)()1(

 
上式右辺の第１の乗積の値は s が奇の場合に正、偶

の場合に負となる。また、第２の乗積は複素共役対に

関する積から構成されるので正値である。従って、

の符号は、)()2(
srψ s が奇の場合に正、偶の場合に負と

なる。５．１．１における考察を踏まえると、実停留

点を通る最急降下路は、奇数番目の実停留点では 4/3π
方向と 4/π− 方向へ出て行く曲線となり、偶数番目の実

停留点では 4/3π− 方向と 4/π 方向へ出て行く曲線とな

る。また、実軸上では )(tjψ− が純虚数となり等レベル

線となるので、実停留点で一度実軸を横切った最急降

下路が再度実軸を横切り直すことはない。即ち、実停

留点を通る最急降下路は上半平面の無限遠点の谷と下

半平面の無限遠点の谷を結ぶように走る。即ち、実停

留点を通る最急降下路は複素 t 平面を左右に２分割す

る。  

)cos()sin())()(( ζσγρζσγρψψ +−+≅−− jttj ns   (31) 
 
最急降下路は 1)sin( ±=+ ζσ 、 0)cos( =+ζσ の条件より、

の両側にnst σπζ −−= 2/ 方向と、その逆の σπζ −= 2/
方向に延びる曲線となる。即ち停留点以外の任意の点

においても最急降下路は一意に定まる。また、最急降

下路上の任意の点は端点になっていないので、最急降

下路は停留点を通って無限遠点から無限遠点へと走る

ことになる。また、最急降下路の一意性より、最急降

下路はそれ自身あるいは他の停留点を通る最急降下路

と交差しない。  
 
５．１．２ 最急降下路の無限遠点での振る舞い  

無限遠点においては、  
ptjtj −− ~)(ψ                             (32) 

  
５．１．4 複素停留点を通る最急降下路に固有の性質  ただし、 ~ の記号は無限遠点で漸近することを表すも

のとする。 とすると  Φ= jet ρ
複素停留点を通る最急降下路は、以下に示すように、

実軸を横切らない。もし複素停留点 を通る最急降下

路が実軸を で横切るものとする。 は実数なの

で、５．１．１における議論で を におきかえ、

lc
)1(ψ
t

ct )( ct

cnst
πσ ,0= とすることにより、 を通る最急降下路は 近

傍で

ct ct
2/π− 方向と 2/π 方向に延びる曲線となる。即ち

の両側で最急降下路は複素共役な経路をなす。このと

き、最急降下路上には停留点 と複素共役な停留点

が存在することになる。本論文ではある停留点の最急

降下路上に他の停留点が来ない場合を検討対象として

おり、上述の状況はこの条件と反している。従って、

最急降下路上に複数の停留点が存在する場合を除外す

ると、複素停留点の最急降下路は実軸を横切らないこ

とになる。  

ct

*
llc c

 
)cos()sin(~)( Φ−Φ− pjptj pp ρρψ              (33) 

 
無 限 遠 点 に お け る 最 急 降 下 路 で は 、 1)sin( −=Φp

Φ
、

となるので、この条件を満たす の値は  0)cos( =Φp
 

),,2,1(,2//2 pqppqq L=−=Φ ππ              (34) 
 
となる。複素 t 平面上で偏角が qΦ となる無限遠点の谷

を で表わすことにすると、無限遠点に のqV pVVV ,,, 21 L

p 個の谷が存在することになる。従って、停留点を通

る最急降下路はこれらの無限遠点の谷から無限遠点の

谷へと走ることになる。  
この性質に加えて、最急降下路は他の最急降下路と

交差しないことを考慮すると、複素停留点を通る最急

降下路は、実軸と実停留点を通る最急降下路で区切ら

れた領域に閉じ込められることがわかる。また、複素

このような経路のうち、 ),( +∞−∞

2/p

の実軸に連続変形可

能な積分路は、必ず （2/pV )2/ pππ −=Φ に始まり、

（pV pp 2/2 ππ −=Φ ）に終わる経路となる。  t

 4



                                                                 
  
 

10
平面の上半平面にあるアクティブな複素停留点と下半

平面のアクティブな複素停留点を通る最急降下路は、

無限遠点の谷を介して実停留点を通る最急降下路によ

り連結される。  
 

５．２  アクティブな停留点の決定  
 実停留点は、幾何光学における鏡面反射点に対応す

るので常にアクティブな停留点である。従ってここで

は、アクティブな複素停留点の決定法について述べる。 
複素 t 平面は実軸と実停留点を通る最急降下路によ

り分割される。分割された領域を の形

式で表現する。ここで、 は領域の左側の境界を、 、

は領域の実軸上の境界の始点と終点を、 は領域

の右側の境界を表す。 i 番目の実停留点 を通る最急

降下路を とし、その上半平面上の部分を 、下半

平面上の部分を とする。また、左右の境界が開放の

場合を記号 で表すものとする。  

);,;( 4321 wwwwA

4w

ir
+
iL

1w 2w

3w

iL

o

−
iL

無限遠点の谷 から始まる積分路は、まず上半平

面上の の領域に存在するアクティブな複

素停留点を通る最急降下路を経て実停留点 に至る。

領域内にアクティブな複素停留点が存在しない場合は、

と が最急降下路で直接結ばれる。次に を経て、

下半平面上の領域 に存在するアクティブ

な複素停留点を経て に至る。さらに、 、

、・・・、 、

の順に無限遠点の谷 へと至る経路となる。  

2/pV

); 1
+L

(A

r

V

,;( 1−∞ roA

1r

);, 44
−Lr

1r

L

; 22
+ r

(Lm
−

2/pV

;( 3
−LA

−
1

, 3r

;rm

);,; 2211
−− LrrL

2

;( 11 −
+
− mm rLA

p

);( 3
+LLA

;,A +∞3r );, +
mm Lr )o

積分路に関係する領域は、実軸上の境界が で

が奇のときには 、また、 が偶のとき

に は と な る 。 こ れ ら を ま と め て 、

と表すと、この領域におけるアクティ

ブな複素停留点は以下のようにして決めることができ

る。まず領域中の複素停留点について、Lagrange の定

理により、それらを通る最急降下路を計算し、それら

が出入りする無限遠点の谷を求める。次に、これらの

中から、 から へと連続に接続されて行く経路を

決定する。この経路により接続される複素停留点がア

クティブな複素停留点と判定される。 と が無限

遠点で直接接続される場合は、領域内にアクティブな

複素停留点が無いものと判定される。同様のことを積

分路に関係する全ての領域で行うことにより、実軸の

に連続的に変形可能な最急降下路の組み合わ

せとアクティブな停留点の組を決定することができる。 

),( 1+ii rr

±
+1i

i

A

(

);,;( 11
−
++

−
iiii LrrLA

)1
+
+i

±
+1iL

i

;,;( 1+
+

iii LrrLA

);,; 11
±
++ iii Lrr

±
iL

)+∞

( ±
iL

,−∞

±
iL L

以上の考察に基づき、アクティブな停留点が決定さ

れるので、式 (11)を具体的に計算することが可能にな

る。  

６．数値計算例  

 本稿で提案した漸近法の妥当性を数値計算で検討す

るため、本節では、物理光学法と漸近法の数値的比較

を行う。このため、これら２つの方法により、図１に

示す配置で、正弦波状のうねりを持った誘電体面上を、

Tx と Rx が一定の距離 D を保って x 軸方向にうねりの

面と平行な状態で移動する場合の受信強度（直接波強

度を基準とした値）を計算する。  
図２に、うねりの状態が )/2cos()( xzxz sa λπ= 、 m015.0=az 、

ms 5.12=λ で あ り 、 伝 送 条 件 が 、m50=D m47.0=th 、

m87.0=rh

/

の場合の計算例を示す。以前報告した４次

位相関数近似に基づく漸近法の適用範囲を明らかに超

える 4=sD λ の場合である。送受信アンテナは、主偏

波が水平偏波、仰角方向のビーム幅が 7.2°、アンテナ

ビームの中心方向は水平方向であるものと仮定してい

る。散乱体の複素屈折率は とする。この

値は、アスファルト舗装面の場合の測定値である [7]。
なお、図２に示した漸近計算の結果は位相関数を 16
次式で近似した場合のものである。  

05.00.2 jn −=

漸近法による受信強度の計算値は物理光学法によ

る計算値とよく一致している。図２に示した漸近法に

よる計算に際して、 6.1=x m の場合における複素 t 平
面上における停留点と最急降下路の様子を図３に例示

する。図中の点は合わせて 15 個の停留点を、実線は実

軸 ( +∞−∞, )に連続的に変形可能な最急降下路を示して

いる。実停留点が３個、アクティブな複素停留点が４

個の例である。伝搬構造を決める停留点と最急降下路

の複雑な分布が具体的に計算されていることがわかる。 

７．まとめ  

回折積分を最急降下法により Hadamard 展開評価す

図２ 漸近法と物理光学法による計算値の比較
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 6

位相関数の場合に拡張するとともに、高

次位相関数のアクティブな停留点を系統的に決定する

半
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る方法を高次

理論的・半数値的方法を新たに導入することにより、

複雑なうねりのある面上におけるミリ波伝搬強度計算
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にも、導出した漸近法による計算値が物理光学法の計

算値と良好な一致を示すことを例示した。  
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