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In our previous paper were given the concepts and mathematical expressions of measured 

values in the standard frequency measurements of various kinds, and the methods of analysing 

those data were mentioned schematically. In this paper the mathematical discussions of th・ose 

methods previously mentioned will be taken more precisely than before. Namely, on the basis 

of normal regression theory, discussing is devoted to estimating practically the frequency 

trend of standard device by the methods polynomial approximation, modified polynomial 

appoximation, running mean and variate difference as well as to giving the statistics of accuracy 

unbiased variance, confidence limits, etc. Some more results will also be shown. 

1. 序 論

周波数標準原器の発振周波数変化は，既に発表したよ

うに（文献c1 ））長期 trendを含む時系列として表現
されるものであり，その trendはc1〕多項式法，（2)
組合わせ多項式法，（3）階差法， c4）移動平均法，
(5）移動平均周期法などの方法によって求めることが

できる。これらの方法については既に前論文において一

応述べたのであるが，ここでは実際の測定値系列から原

器特性を求める場合の手順およびその場合の推定値の信

頼度について論ずることとする。

上述の諸法のうち，階差法は従来この目的のためかな

りよく用いられてきた方法であるが，非常にスムースな

1 変化ならばともかく，今問題としているような統計的変

動項を相当に含んだ時系列の解析には，階差によって変

動量が倍加され解析の精度が低下するため，あまり適し

ているとはいえない。また移動平均法ないし移動平均周

期法は統計的に変動項の影響を押え，正しい動きに近い
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値を得るものとしてかなり有効ではあるが，その結果は

長期にわたって見るとき必ずしも原器の物理的動作特性

を与えるものとはいい難い上に，その計算法も不便なJ点、

もあるので，特別の場合以外にはあまり使用されない。

したがって原器特性の解析は主として多項式法および

組合わせ多項式法を使ってなされるのが最も便利であり

有効なものと思う。移動平均法ないし移動平均周期法は

その補助手段として小修正に使用され，また階差法は多

項式法の近似多項式の次数決定の手段として利用される。

以下この観点に立って主として多項式法および組合わせ

多項式法による解析手段並びにその解析精度について述

べた上，解析結果の実例を示すとともに，階差法による

次数の決定法および小修正の手段としての移動平均法な

いし移動周期平均法の取扱い方について考察することと

しょっ。

2. 多項式法

原器の発振周波数変化が時間に関する多項式によって
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近似できる場合に用いられるが， trendが連続で微分可

能な場合には，その連続変化は常にベキ級数表示が可能

であり適当な次数の多項式により十分精密に近似できる

はずであり，この方法は最も広く一般的に使用される有

効な方法である。しかもこの計算は最近急速に普及した

電子計算機によって実行することができ，多項式の次数

を計算の労力もしくは手間の面から制限する必要もなく，

可能な限りの精度が得られ最も有力かっ便利な方法であ

るといえる。

この場合原器の周波数 trendを推定する方法は，い

わゆる正規回帰論によって与えられる。すなわち前論文

において述べたとおりこの場合に得られる諸測定値は長

期 trendの周りに正規分布をなすと見なして差支えな

い。今この trendを

fくの～au＋向t+..・H・＋句作、 (1) 

で表わし測定値はこの周りに分散 qZの正規法則に従っ

て分布しているとする。このような仮定に従うと見られ

る測定がn個の時点において得られたものとすると，そ

のような測定値の集合0ば／，lt,;i=l,2，……n>k+l）は

NC~a~1t円 az）から取った大きれの標本であり
その確率素分は

。ω，，ん〉＝（古~）”
’I I k+l 、
ー会ZlJi-L; ap_1t/>-1) 
i-1 ¥ p-1 I・d/1・dfz・H ・H ・・dfn

く2)

となるので a0,au •. ,., .. , a，.の最尤推定量はこの式のペキ

の自乗和を最小ならしめることにより得られる。ここで

はその詳しい計算は省略して結果のみを記しておく。そ

のため今

句＝忍ず山，陶＝呂fctl'-1.aoo l 
= I.;N, I 
t=1 ~ (3) 

とおき，更に ｜ 

aflll－担箆lにおける句の余因子 ｜ 
- ¥a.IHI¥ J 

とすれば
』t

ap-1 = .L: aN a.時 P=l,2,..... .,k+l (4) 

となる。また分散 qZの最兎値 r;zは次のようになる。

q2＝士会 （1~－主afJ-1tl-lZ) 

＝士（aoo－主…JJ) c 5) 
これらの推定値に関して次のことが成り立つ。
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( i ) a11-1-aJJ-1(p= 1, 2,. .... ., k+ 1) は平均値0の

(k+l)変数の正規法則に従って分布する。その分布S

II n 〓－1
分散共分散行列は IIす｜｜ である。

(ii) nu2/a2は自由度 n-k-1のxz一法則に従い
(aJJ-1-a11-1）とは独立に分布する。

これらの結果から多項式の系数 aJJ-1の信頼限界は，

'!'-aJJ-1-a11-1店亙互
一、／よ~ qZ 匂n-k-1

( a.,_1 -a11-1）、月二五=r
、／戸石112 く6)

が studentの t分布に従うことから得られる。すなわ

ち真の値 aJJ-1の危険率 αの信頼区聞は t分布によっ

て定まる値九を使えば

~ 
a11-1-'Z'a・マ~

.f;J軒高宮
くaJJ-1くaJJ-1-t-ra・方コ三T (7) 

で表わされる。電子計算機による計算では aJJ-1（ρ＝1,

2, ..・H・， k+l》の各値のほかに nu~ も求められるように

Programmingがなされている。信頼区聞を求めるのに

必要なもう一つの量 c.PPの値は（3）式に示されるよう

に，逆行列の計算により得られるのであるが，逆行列の

計算も既に Programmingされたものがあり， c.PPの値

を計算することはさしたる困難なしに実行できるのであ

る。

このようにして原器周波数のtrendを表わす多項式は

定められるわけであるがふ実際の場合に必要主なるのは

むしろこのような係数の傭よりも周波数変化そのもの，

すなわち多項式の各時点、における値で冒ある。その値は勿

論計算機により上の係数の推定と同時に計算されるので

あるが，その値の精度ないしは信頼区聞を一般に求める

ことは非常に困難である。しかもその信頼区間の腐は t

の原点を遠ざかるに従って広がることが予想され，推定

された全区聞にわたって均一な精度が得られない。

原器周波数trend/(t）の信頼限界を求めるにはtの原

点、をいろいろに移し変えた上で多項式法を適用する。す

なわちtの原点においては／（0）～aoであるので， fの

真の値の信頼限界は aoの信頼限界と全く同じであって

ド－＇！＇提喜）バ／（ O)}t 

{a0+T•~互）
a 、瓜=7i=TJe (8) 

となる。ここに｛ }eなる表示はtという時点を原点、主

して計算を行なったことを意味する。このような計算の

繰り返しは一見非常に面倒なように思われるが，計算機

扇町i

「
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が使用できる場合にはそれほどの労力を要するものでは

ない。

3. 近似多項式の次教の推定

多項式法は上述のように極めて便利かつ有効な方法で

あるが，その方法を実際に適用するためには種々問題と

なる点が残されている。その中でも特に重要なものとし

て近似多項式の次数決定の問題がある。すなわち上述

(1)式における次数hの値を如何に選ぶかは特性解析

上特に重要で，ある意味では近似の良さを決定ずけるも

のともなるのである。

本来原器発振器の周波数trendの決定は，各発振器の

発振特性を支配する物理的な諸条件を考慮することによ

爪 つてなされるべきものである。すなわち水晶周波数時

伊民

の周波数長期trendは，水晶振動子の枯化現象（aging)

がその主原因となって起こされるものであるので，その

現象の物理的原因を詳細に調査し究明した上で，物理的

因果関係として周波数時間変化を把握することが最も望

ましいのである。勿論材料の精選，形状に対する考慮，

工作過程における細心の注意並びにその方法の研究なE

により規則的および不規則的変化は極力取り除かれるよ

う努められるのではあるが，結晶の内部構造，表面の特

性，金属部の張力の関係接続回路の状態などのため，な

お幾分の・agingおよび不規則変化が残されるのである。

このように水晶振動子の agingは種々の原因によっ

て起こされるもので，それを完全に除去することはほと

んど不可能とも思われるばかりでなく，それらの原因に

つきそれぞれ詳細に解明し， agingの特性を物理的に規

定もしくは推測することは極めて困難であり，少なくと

も現状においてはそれは事実上不可能であると考えられ

る。更に水晶温度を一定に保つための恒温糟，発振回路

を構成する回路部品などにもいろいろ不明の変化が含ま

れており，水晶 aging.特性をーそうっかみにくくする

とともに周波数変化特性をますます複雑化するのである。

したがって水晶振動子の aginn特性を含めた原器の

周波数のtrendは，実際にそれを動作させた上でその測

定データを基として統計的手段に頼って推定する以外に

方法はないのである。例えばその変化が多項式で表わさ

れると仮定し，その近似多項式を求める場合でも，物理

的考慮からはその次数すら決定することはほとんど不可

能で，統計的手段にまつ以外にない。

近似多項式の次数を統計的に定める手段としては次の

二つの方法が考えられる。

〔第1法〕 直接検定による方法
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周波数 trendを(1）式で表わされる h次式とおいて，

多項式法を適用した結果についてその最高次の係数に対

して

011:=0 

を検定する。すなわち〕 6〕においてap.-1=0,p=k+l 

とおいて

a11:.,/n-k-l 
y (9) 

一、／矛右京τ高官

が studentのt分布に従うこともしくは

:1:2(n-k-1) 
Fi炉 IL1= ~~~·山＿ A2 (10) 

w・・叫噌．‘・，.，，－

が F分布に従うことにより検定する。すなわち自由度

n-k-1のt分布の表もしくは自由度 (1,n-k-1）の

F分布の表から，予かじめ設定された危険率 αに対す

る値らもしくは F（α〉をそれぞれ見出して， (9）も

しくは（10）で計算される値と比較して，もし

Tく1."a もしくは F~－1:-1 くF（α〉

ならば， 011:=0であると認め，．とれ以上高次の近似多項

式は用いない。換言すればh次式が十分よい近似を与え

るものとして，既に計算されたものを周波数 trendを

表わす式として採用する。またもし

す＞7:≪ もしくは F~＿，.＿1>F（α〉

であれば， a，.キOであると判定し， より高次の次数が

必要であるので，次数を1だけよげて（kH）次式につ

き多項式を適用い計算並びに検定を繰り返すのである。

この場合，直交多項式を使用すると次数を上げた場合

計算を始めからやり直す必要はなく，該当次数だけ．の計

‘算で次に進めるし，検定に使う常数の計算も容易になる

などの利点があるが，計算機を使用できる場合には計算

の労力，時間はあまり問題とはならない上，一般の多項

式近似の計算は既存のプロミーングが使用できるのでこと

さらに直交多項式を使う必要はないであろう。

〔第2法〕 階差による方法

多項式は猪差を取ることによりその次数が1だけ下げ

られる。したがってh次式はその遂次階差を取ってゆく

とhよりも大きなνに対してそのν次階差はOとなる。

この性質を利用して常数値を決めてゆけば多項式が定め

られるわけで，事実このようにして多項式を求める方法

が階差法と呼ばれる方法であるが，この場合のようにラ

ンダムな変動が大きい〈相対的に）ときには階差を取る

ことにより変動量はますます増大してゆくばかりでなく，

得られた系列の各値の聞に独立性が失なわれてゆくので，

多項式を求める手続きとしてはあまりよい方法とはいえ
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ない。ただ近似多項式の次数を求める手段としてならば

非常に有効である。

遂次階差によって近似多項式の次数を決めるためには，

(1）で与えられる多項式に対してν次階差 .d.f(t〕は

ν＞kに対しては

E{ .dヅ〈外＝0

でありかつまた

s.2 = [cト川c2J1.割以t,)r
が q2の不偏推定量であることを利用する。すなわち

Tintnerは階差の独立性を確保するため

.d"f(ti) : l=r+i(2k+3) ) 

,JT<tlf(t.,.): m=r+k+l+i(2k+3）ト
i=0,1,2，…，j-1, 1孟r壬2k+3 I 

(11) 

となるようにサンプリングした上で，次数がhに等しい

かまたはそれ以下であるという帰無仮説を

it (.d"f(ti))2 2(2海＋1)
Fy＝府吹t闘）2 ・T子仰

なる F分布によって検定することを導いた。すなわち

自由度 (j,j）に対するF分布の表から，危険率αに対

応する Fの値 F（α〉を読み取くておき，上式から計算

される値に対し

FJJくF（α〉 ならば h次式を採用，

Fy>F（α〉 ならば（k+l)次式につき再検定

により次数を決めるのである。この方法では（11）に示

されるようなかなり粗いサンプリングが行なわれるので，

データのかなり大きな部分が捨てられる。このようなデ

ータの損失を防ぐためJohnsonは

{4"/C句）， .J"f-1/(t.,.)}; m=r+i(k+2) l 
~ (13) 

i=0,1，…，j-1, 1~玉r孟k+2,

なる階差の組を選び，これらの組に対して

T;,q= "£ .dPf(tρ・.d"f(t.,.); p, q=k or k+ 1 
”‘ (14) 

を計算しておけば

L= T,.,,..T，峠 1・肘1・T1:・1:+12
( k+l )2 

(2k+l）~ T1:.11:＋一一一一一T出掛1＋九，州｝l 2(2k+l) J 

くお〉

は必要な次数より大なるhの値に対して

明＝ま(i-l)・L}cト o~玉L孟1 (16) 
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に従って分布する。次数がhまたはそれ以下であること

を検定するためにはこの性質を利用する，との場合危険

率5%に対応する Jog10Lの値はー2.6/(j-1），また危

険率1%に対応する値は－4.0/(j-1である。

4. 計算の実例

多項式法による標準周波数原器の特性解析計算の実例

を示す。すなわち現在電波研究所で保有する N14Ha-

Maserを PrimaryStandardとして，同じく電波研究

所守目下運転中の水品周波数標準原犠の動作の状況を精

密に計算して見ることとする。

ここでは実例を示すため適当なものして 34および11

と呼ばれるこつの原器を選んでその特性を計算した。こ

れら原器の呼称はその存在する場所および接続される発 桶h
振器のパネルによって名づけられたものであるが，現在

34および 11に使用されている水品振動子は，それぞれ

GT-cutの815型および810型のものであり，発振回路

には両者とも電橋安定型のものが用いられているので

ある。第2.1図にこれらの原器の発振周波数を N14Ha-

Maserで測定した結果も また第2.2図にはこれらと

JJY電波との比較測定の結果を図示した。今これらの

測定値に基づいて両原器の特性を解析する手順を示すこ

ととする。

特性は多項式法によって計算されるのであるが，その

ためにはまずその近似多項式の次数を決定しなければな

らない。次数決定は前述のように階差法によるのが有効

であるが，その階差の変化の様子を第1図（次頁）に示

した。 Maserによる測定は機栂の都合上等間隔に行な

われていないので， これらの階差は 34-JJYおよび

11-JJYの比較測定の値に対して取ったものであるが，

図はそれを見やすくするためと，各値の独立性を保った 岬町民

め，ある間隔をおいて取ったものである。図からみて34

および 11両原器とも 1次階差にはかなりの時間的変化

傾向を含んでいることがわかる。 2次ないし3次の階差

は両者ともほとんどランダムと考えてよいようにみえる

が，いくぶん3次の方がランダムの程度が判然している

ように思われる。因みにデータ数の多い 11-JJYの測定

につき前記 Tintnerの方法を適用して検定してみる。

すなわちF〆の値を計算した結果を次表〈次頁〉に示す．

したがって危険率5%では3次式で近似すればよいこ

とがわかるのである。これは第1図から見当をつけたも

のと大体一致しているので，こ ζでは3次式を仮定して

以下の多項式近似を行なったのである。

3次式による多項式近似の結果を第2.1図に示す。図

中実線で記入した曲線がその計算結果を表わすものでま
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第1.1図

｜資料数ω ｜ FJJ 

1次式検定｜ 35 l 4. 027* 
2 ,, I 26 ¥ 2. 211• 

3 ,, 1 is I 2.3附

4 ,, I 16 I 1缶百

たはOで示された測定結果とかなりよく合っている xi?I 

ことがわかる。この推定における残差平方和から求 切

めた両原器の分散の最尤値は， 34が 4.134×10-10,

11が 2.500×10-19であった。すなわち実測値はこ

れらの推定値の周りに 5～7×10ー日程度の標準偏差

をもって分布していることがわかる。

第3図（次頁〕は上のようにして求められた34お

よび11の特性を基として， 34-J]Y並びに 11-J]Y

の測定値から計算された上記期間中の JJYの偏差

を図示したものでおる。図中。で示された値は34

待機 を仲介として，また・で示された値は 11を仲介と
して求められた計算値で、ある。図にはこれとは別に

J]Y電波を Maserで直接測定した値をO印をもっ

て挿入しておいた。図からみてそれらの値は大局的

にはかなりよく一致していると考えられる。細部に

至るまで完全なる一致のみられないのは， 5～7×

10-10なる大きさの標準偏差をもって分布する 34,

11の両原器並びに JJY発振器の統計的変動項に原

因するものであって，現状ではこの食い違いの生ず

るのは如何にしても防ぎにくいのである。

周波数変化の長期 trendはこのようにして求め

られたのであるが，原器特性を完全に把握するため

にはこのほかに統計的変動項の性質を知ることが必

要である。この場合の周波数変化量は前論文にも述

べたとおり，長期 trend の周りに正規法則に従っ

10 20 Jo 10 71! Jo m 20 Jo 
AU丘1961 . SEP. OCT. 

第1.2図

%値 て分布すると考えてよい。統計的変動項は周波数変化値

系列から長期 trend を差百｜いた残差であって，それは

平均値0の正規法則に従うとみてよいであろう。その分

散の値は前述のようにして多項式近似の残差から最尤推

定量として推定できる。すなわちこの統計的変動項は1

I. 767 

1. 937 

2.156 

2. 352 

ーi凶

-/5{) 
J〆＜♂

制 l 岬 m dγ 10 20 JO JO 20 JO 10 ZO JO 
JUL. 1961. AUG. SEP. OCT. 

第2.！図 Maserによる 34および 11の測定値
・， O 測定値，ーー多項式法による特性曲線，……移動平均法による修正曲線

．・．

~ 
ー相i .；／、同ザ’・ ．． 

．・ h・・・．・．、．． ，－ ．． ・__ .. ・6ー、．，

h画h・4・圃－，7 ・4‘．． ・． ．． 
．、 明；Jo-'°

百 ・． 
． 、戸

-20x1ii" 
~4--!j’＂.＇ ・

戸山． ．‘” 
.. ＿.、pι  － ーー二）・・・、，・．． 一＇”・． ． ’．ー、．’ 

－，、

I州シ片’－・〆・’f

・・．． ・．・ー．，－・：・＇ー... 

.;_/' 

d
m
 
150 

/O 20 JO 10 20 JO JO 20 30 
JUL 1861. AUtr. SEP. 

第 2.2図 34-JJY, ll・J.TY碕計比較測定値

OCT. 



188 

-/60 

ー130

-40~10づO
-tu 

サ3°')(10 

出叫すぎr両市
°" & 

o~ ~Oh 
・._ .... OJ<Pぜ神智弘

loo• -.-o U 

電波研究所季報

-;tUX./U、

J問。。九00000sj ;..,oo~ 
r、．

•;- .・

SEP. OCT. 
10 20 30 10 20 30 

Y1' -/0 

-JOO 

ー120 ． ， ． 
車”。

ー140" 。
-160 

-130 

-200 

JUL. 1961 AU fr. 

第3.1図多項式法による JJYの偏差
。34による推定値， ・11による測定値， O Maserによる JJY推定値

-10 -4()x/O +JOX/0・10 20~.n-!O 

． .. ~ ． ... ． 
‘’ ． 

. 
。。

． 

JUL. 1961 

ハ

，、 v • • ••• .＇司~ 「・予唱。，

- 8 畠骨量。。喝：•. ・・: 。 。 u 。
() . 

v・'V｜工，～・： 0 : 。血’甲－.吾.s：畠A’ぜ、 。・ 2,_ 、J ー． 「3
、d

。
。.c.. -・CJ＂＇.命 s. 8 

u 

20 30 10 20 30 10 20 JO 
AUG. SEP. OCT. 

第3.2図 多項式法のあとで移動平均法を適用した場合目 JJYの偏差
。34による推定値， . 11による推定値 O Maserによる JJY推定値

5. 組合わせ多項式法

普通の場合には以上述べた多項式による推定によって

原器の特性は求められるのであるが，標準電波はその性

格の上からいって，たとえ僅かでもその精度を向上する

ことが望まれるので，この意味において測定のシステム

精ゑ

種の正規確率過程として表現できるはずである。このよ

うな確率過程の詳しい表現についてはなお検討中である

が，前述第3図の偏差に対して自己相関函数を計算した

結果を第4図に示す。 34を仲介としたものも， 11を仲

介とした値もその correlogramはほとんど同じ値を示

したので，図は両曲線を平均して描いておいた。図に示

すとおりその形は減表型のものであるが，この相関函数

の値は34あるいは 11の変動項によるものと， JJYの変

動項によるものとが合成されたものであるので，これを

もって原器もしくは JJY発振器の自己相関を示すもの

とはいえないのである。更にまたこの中にはかなり大き

な測定誤差による値も含まれているのでこの correlog-

ramについての詳しい検討は今後に残すこととする。

を検討した上で推定をできるだけ適確に行なう必要があ 刈ぬ
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第4図 JJY偏差のコレログラム

る。そのためにはここに述べる組合わせ多項式法を使用

するのも一つの方法である。

組合わせ多項式法についてはやはり前論文においてそ

の原理的な説明がなされたのであるが，実際に適用する

場合としては次の2種類の場合が考えられる

A.特性のわかった一つの原器から他の数個の原器特性

を推定する場合

下図のような組合せの測定のあるとき， … 

特性既知の原器 O＜•）に対して QCI）および o一一 o問。ωの特性を計算する場合について考え ＼ ／ 
る。この場合計算式の繁雑になるのを防ぐ • dSJ 
ためと， また QC•）として Maser など

Primary Standard を想定して QC•）の特性は constant
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でOであるとしておく。 ()Cぬが何かの trendを持つ場

合には計算終了後その trendの分だけ加えてやればよ

いので，このような仮定によって一般性を失するような

心配は全くないのである。

この場合各原器特性を表わすべき近似多項式の次数は，

既に何等かの方法で定められているものとし各々

QC!): f<O(t）～a00)+a1<0t+a2<1)t2+ ..・H・＋a1,<1)tk

(17) 

ocの：／C2)(t）～a0<2)+a1(2)t+a2C2)t2＋……＋a11:(2)ta:

(18) 

によってそれらの特性の長期 trendが表われているも

のとすれば， §2において述べた多項式法における（2)

式に相当する尤度函数の取扱いからこれら多項式の係数

の最尤解は

S=.w＜匂｛fi<I)_~a｝γ1}2 

+w<2) ~ {1~2）一手 a1221tf-1} 2 

＋切（12

(19) 

を最小とする a~21 および a~21 の値（p=l,2, ・・・・・・, 

k+I）として求めることができる。ただしここに w<I),

Mのおよび w<12）はそれぞれの測定に対して付せられる

重みを表わすものであって， :;t度菌数の考えからしてそ

の大きさは各測定値の分布の分散の大きさに逆比例して

取られるべきである。その分散の値は勿論真の母分散で

なく標本から求められた最尤解を使用しても実用上問題

となることはないのであるが，その最主解も本来は問題

を解いて trendを求めた上で得られるはずのものであ

るので，この意味においてこの方法すなわち組合わせ多

項式法には多少の循環論が含まれているのである。しか

し実際問題としては測定値系列の分散の値は系列の形か

ら，あるいは他の方法例えば多項式法などによる計算か

ら大体の orderの想像はつけられるので， その値によ

り一応の重みを定めた上で組合わせ多項式法を適用し，

以後循環の度にその精度を上げ，遂次精密さを増してゆ

けばよいわけである。とはいうものの実用の立場からす

れば重み切については，それほど細かな注意を要する

ことは余りないと思う。

問題を本筋に戻してこの方法を定式化しておこう。す

なわち (19）式を最小とするためこの式を各係数で微分

してOとおくと

す議了叫i1-1{1~1'-& a~121 tf-1} 

＋が12）写t7-1{1p2）一手（a112·1-a~せ1)tf-l}

→三喜；叩写tf-1{/f守子似－！｝
-wC12）写t1-1{1i12~－ ~Ca1121一倍1)tf,-_1} 

=O 

ただし q=l,2，・・・H ・， k+I
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(20) 

を得る。係数の最尤解はこれらを連立させた 2(k+l)

元の連立1次方程式を解けば得られる。しかしながら実

際にはこの方程式はこのままの形で解くよりは次のよう

に整頓しておいた方がいろいろの点から便利であり，か

つまたこの方法に対する見通しもつけやすいのである。

すなわち（20）式は §2における（3）式の記法をそ

のまま使うこととして整頓すれば簡単な計算の後次のよ

うな形にまとめられる。

k+I 
妄1aN• Up.-1 =w<l)a&~＇＋制側a智3 (21) 

(q=l,2，…，k+I) 
k+I 
_E aN・VP-I=w<12)a&!2'-w<2)a＆~＇ 
P=I 

(22) 

ただしここに U11-1および V11-1はそれぞれ

re切（1）川町a1121-w<12）ゆ恥 (23) 

！臼＝以，k+I)
wCI2）・a~~1ー（四cm+w<2')a~21= V p.-1 (24) 

のようにおいた。 a~21 および a~21 を求めるにはまず

(21）および（22）からそれぞれ U11-1および Yト 1を

求め，その値をそれぞれ（23）および（24）に代入して

2 元連立方程式として a~21 および a~21 を求めるので

ある。 (21）および（22）の両式は右辺にそれぞれ種類

の測定によって得られた測定値を組合わせ，計算される

量が入るほかはそれぞれ U11-1および V11-1についての

方程式の左辺のマトリックスは §2で述べた多項式法の

方程式のものと全く同じであるので，その計算は多項式

法のプログラムそのままを用いて計算機によって実行で

きるのである。また（23),(24）の連立方程式は極めて簡

単なもので解くのにそれほどの手聞はかかるものではな

いし，勿論計算機を使えば簡単に計算できるものであ

る。

B.特性のわかった二つの原器から他の一つの原器の特

性を推定する場合
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。＼、od'
yノ。

。（1）および Oゅの特性は既に知ら

れており，その特性を表わす多項式は

(17〕および (18）式で与えられ， a~n,

a~0, ・・・, af,0 および a~2\ a~ペ…， a~2)

は知られているものとする。これらの特性の与えられた

0(1)および O仰に対して O＜のなる発振器が比較測定

されているとき， 。(j）の特性を求める方法について述

べる。。(j）の周波数特性長期 trendは

Q(J) : f(J)(t）～aai) + a~i)t ＋…・・・十af,i】t"' (25〕

なる多項式によって表わされるものとしてこの多項式の

係数の最尤解を求める方法について考えるのである。こ

こにこの多項式を h次式に取ったのは，便宜的に (17〕

および (18）式とその次数を合わせただけのものであっ

て，三者の近似多項式の次数が同じでないときはhとし

て三者の最高次数を取り，それより低次の特性の原器に

対しては高次の係数を始めからOとしておけばよいので

ある。

この場合においても前述Aの場合と同様に， 2種類の

測定にそれそ、れ重みをつけそれを叫lj）およびが2j）と

おいて

S三叩（If),4:: 1Atf)_ L:Ca~~1-a~21) tf-1f 2 
¥ p J 

＋ω匂{f?j)_~ca~21-a~221)tf-1f c26) 

なる量を考えれば係数 a~~1 (P=l,2，…，k+l）の最尤

解 a~~I はこの Sの値を最小ならしめる a~~；＼ の値とし

て計算されればよいのである。そのためには（26）式を

各係数により微分してOとおいて得られる （k十1）元の

連立方程式を解かねばならないのであるが，それは簡単

な変形により整頓すると次のような形となる。

k+l , I ーパハ
す可 n•. _. J n<J) -1 同，.，， nCll 
戸1-,,. CP-1 ¥ wOJ）十聞く勾） ~p-1 

+ w<?J) ¥ ¥ nC2) ¥ I 
即(If）十即（2j) -p-1} f 

卸（lj) , 即日日
= nPflム一一一二三一一一－ nC2f)即(lj)＋即〈勾） -uq E 即(lj)＋即（2j）“Oq

(27) 

今この左辺の括孤内の値を α~21 とおくとこの式は

ヒI Yll(lj) 、・a・，.，（J)一－ W n(lj) 
βl“rq ≪p-1ーがlj)＋即（2j) UOq 

.，〔21)
＋四c1if+.卸c2J) a~ll (27つ

となる。この式の左辺のマトリックスは前述。1）およ

び（22）両式すなわち多項式法におけるものと全く同じ

電波研究所季報

ものであるので，やはり多項式法と全く同じプログラム

を使用して計算機演算が行なわれるのである。そして求

められる d払の値は

I .,,(IJ) 
_CJ) -nCJ) _ f ~ nCl) 
≪p-1ー凶p-1 l即（lf）＋叩〈買j) -p-1 

即（2j) ¥ + nC幻 i
w<lf)+w＜勾〉凶p-Ij (28) 

によって示されているとおり， aV21の値を Q(l)および

0ゅの特性の重み平均を基準として測ったものにほかな

らないのである。

重みがlj）および w<2J） は A の場合と同様に両測定

の統計的変動における分散の逆数に比例して取られるべ

きであるが，（27）および（28〕式から解るようにあらか

じめがlf）＋が叩＝l となるように定めておけば計算に

は非常に便利な形となるのである。 内

6. 移動平均法および移動平均周期法

多項式法および組合わせ多項式法はかなり長期にわた

って引き続き測定が行なわれており，その期間中の資料

が統計的な意味で揃っている場合，すなわちかなり長期

にわたって各時点の測定が均一の精度で行なわれており，

かつ発振器にも特異な動きがなく，各時点における確率

分布が一様であるとみられる場合に使用される。しかし

ながら実際の場合には一般にこのような均一な測定値は

厳密には望み得ないので，多項式法もしくは組合わせ多

項式法によって求められた原器特性は，移動平均法ある

いは移動平均周期法によって細かな局部的変化について

修正を施こさねばならないことが多い。

移動平均法は測定値系列を適当な長さの範囲に区切り，

その範囲を1時点ずつ順次移動しながら平均する方法で， ー

その区間内では変化は直線的であることが必要である。 汁

すなわち特性は

f(t）～b十前t (29) 

なる形に表わされる場合に限り使われる。その区間内に

今川聞の測定点が存在するとすればこの意味での平均は

天t1）＝士｛tCti+1
lι．．一l-t1.12-l-...↓ず．目 1

～b+m l一」主L」主宝一一一一笠里一i

～t（い ti+一一一一一一一一－一一1 (30 〉

となる。すなわちこの平均値はり＝Cti+1+t£+2＋…・・

+t1-1ρ／11なる時点に対応する fの値を表わすものであ
る。換言すれば移動平均値はこのような条併の下におい

ては測定化変化特性の trendを与えるものと考えてよ
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移動平均の計算値の推定精度について考察するために

(29）式を書き換えて

f(t）～（b+mtJ)+m(t-tJ)=bJ+mt’（31) 

とおけば，移動平均値はこの1次式による近似における

定数勾の推定値に他ならない。すなわち原理的には上

述の多項式法と変わるとこいはないのである。しかもこ

の場合には ！；t'=Oとなるので勾と m との推定値は

互いに独立であるので，統計的取扱いは極めて容易とな

るのである。今，元の測定値系列の分散が σZであると

すれば，移動平均値fは正規分布法則に従いその分散は

u2/=u2／π （32) 

となるのである。

標準電波に関する測定値は，時計比較や差周波数積分

装置などにみられるように，直接周波数値もしくは差周

波数を測定したものでなく，それらを積算してゆきその

積算 F（のを読んで f(tD～｛F(t,+i）ーF(ti)｝なる計算

から周波数値を求める場合が多い。このような場合に

(30）で表わされる和を作ると式の上から容易にわかる

とおり，その値はこの区間の最初と最後の2時点におけ

る測定値の差となり，その中聞の測定値は無関係となっ

てしまう。したがってこのような測定値系列を使う場合

には移動平均法は用いられない。

移動平均周期法はこのような場合に使用される平滑法

マある。その方法はやはり移動平均の場合と同様に測定

値系列が直線的である長さを選んでその長さの区聞を順

次移動させながら

~｛FC日・dかF(ti)-f(tJ}P•.:tt} 2 (32) - . 
を最小とするように f(tJ）を定めるのである。その解は

f(tJ)= L; p{F(t,+p・dt)-F(ti)f IL; p2寸t
P 、 ，.p 

(34) 

で与えられる。ここにりはこの区間の中央の時点に取

るのが普通である。との場合の平均周波数値fは

F(t）～a+bt (35) 

であるとすれば容易にわかるように，実はbの推定値を

表わしている。したがってその推定精度も前と同様多項

式近似の場合の式が使えるわけであるが， 特に t，をこ
の区間の中央の時点、にとればaとbとは独立となり， f
は正規分布に従いその分散は

uj2=u2/!;p2.4t2 

となるのである．

移動平均の場合の（29）の条件の下においてもこの方

法は使用できるのであるが，その場合には（35）の代わ

191 

りに

買い＋bt+tmt2 (37) 

としなければならないので

fσか子p{F(t,+p叫－F(tD}j子p2•Jt

I •• L; p3、，..L;戸、
～b+m(t1＋与告ー－；；－｝～J(t＇＋与去でi

¥ It. 之JP41 ¥ t::: LP"I 
p p 

となり， fJはこの区間の中央点ではなく

“ L; pa 

(39) 

t戸，＋す君子 (39) 

p 

に取らなければならない。との場合の推定精度について

は（36）式は用いられないのであるが， 2次多項式近似

の場合の式を適用するととによりそれほど困難はなく分

散その他の統計量が求められるのである。

測定値系列に多項式法を適用したあとの残差はかなり

の長期にわたって（29）式の条件を満たすと考えてよい。

したがってこの残差の系列に移動平均法を施し，多項式

法の結果を修正するととによりかなり細かい特性までっ

かむことができるはずである。 11-Maserおよび 34-

Maserの測定に対して， 前記のように多項式法で求め

た11および34の特．性をこの方法で修正じたのが第九1

図の破線である。そしてこの修正された特性を基として

求めた JJYの偏差を第3.2図に示す。

移動平均周期法および移動平均周期法はそれぞれ（2め

ないし（35〕の条件が満たされるような長さの区聞を選

んで行なわれなければならないのであるが，その区聞が

短かいと平滑はあまり有効でない。すなわち上記の条件

を失しない範囲内で平均区間はできるだけ長く取るべき

であるが，一般にはその長さに対して決め手となるよう

な条件は見当たらない場合が多く，経験その他により適

当な長さを選んで行なわれるのが普通である。

7.結論

以上，標準周波数原器の周波数時間変化特性を解析す

るために用いられる種々の手段について述べ，それらを

用いて実際に計算した結果を示したのであるが，それら

計算例に示されたように，多項式法およびそれを更に移

動平均法で修正する方法はかなりよい結果を与えている

ように恩われる。多項式法よりも組合わせ多項式法を適

用する方が望ましいのであるが，そのためには測定網の

編成が必要である上，網を構成する原器特性および測定
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精度にあまり大きな食い違いがあってはまずいので，こ

の方法を実際に適用してゆくためには，なお技術的な面

で解決すべき問題が残されているのである。

原器特性解析の手段としては以上挙げた種々の方法が

使われるわけであるが，実際問題として標準電波周波数

が真の値に対してどれだけの偏差を持つものであるかを

決定するためには，なおいくつかの問題点が残っている

のである。特性解析手順に関する問題点については既に

本女の各項において述べたので，ここではそれ以外のよ

り根本に属する事項について二，三気のついた点を述べ

ておくこととする。

その第1は周波数の真値の決定である。上述の解析に

おいてはこの点に関しては周波数の真値を与える一つの

原器（PrimaryStandard）が存在して他のすべての周

波数値はそれを基準として測った値を用いることとして

いる。前論文において述べたように，元来周波数は時間

もしくは時量に関連して定義されるべきものであって，

時間そのものに絶対時聞が決定できない現状において，

絶対真周波数値は到底決め得るものではないのである。

今一歩を譲って時間の基準は確保したとし，もしくは少

なくとも時間との関連は度外視して周波数だけを取り出

して独自の基準を設定することとしたとして，例えばわ

れわれが現在において最も信頼できる基準として採用し

ている Maserや Atmicronなどの原子標準において

も，それらが屯しここに数台存在すれば高い精度におい

ては必ずそれらの示す周波数の聞には食い違いを生ずる

であろう。このような相互の食い違いを調整して如何に

して最も正しい（というより最も確からしい〉基準を定

めるべきであろうか？ 勿論このような点に関しては原

子標準が作り出される以前，水晶原器だけに頼っていた

時代にも全く同様の問題が存在したわけであるが，それ

よりも格段の精度が得られ，また要求せられている今日

においては，これについて特に細心の考慮が必要なので

ある。数台の原器をある Ord巴rにおいて合っているこ

とを確かめるだけの目的に使ったとすれば，得られる精

度は1台のものの Orderに止まってしまうであろう。

せっかく数台を使用するからにはそれ以上の精度を得る

目的に使用しなければなるまい。

次に第2の問題は異なった積類の測定に対する測定値

の取扱いについてで、ある。上述の解析においては一応測

定値は同じ種類とはいわないまでも，統計的に同じ性格

のものであるとして取扱った。しかしながら前論文にお

いて述べたように，標準周波数に関する測定は種々の形

で行なわれており，それから得られる周波数値は必ずし

も一致しない。これは勿論各々の測定に含まれる測定誤

差にも基因するものも確かに存在するのであるが，もっ

電波研究所季報

と根本的に測定値の表現する対象そのものの違いにも原

因する。すなわち周波数に対しては前論文において違っ

た2種類の定義を与えたのであるが結局ここに問題とし

た点についてすっきりした解決を望むとすれば，このよ

うな周波数の定義にもう一度立ち戻って考えることが必

要である。

その他多項式法に対する計算期間の問題，異常な動き

に対する取扱いなど種々問題点は残っているがそれらに

対する客観点決定の手段などについては今後なお研究す

る必要がある。
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補遺一平均周漉数の測定に関する一考案

時計面比較：差周波数積分装置などによる周波数測定

においては，従来測定期間の始めと終りとの2時点にお

ける測定値のみを使って平均周波数を計算していた。こ

こではその期間内における測定時点を増すことにより平

均周波数測定の精度を増すことを考える。

今，測定は下図のようになされているものとし，その

Om1o 

『外
012) 

：二 T 工；
jt1 t t2 Iら jt:n~I

J.y,，；ー必ト ヤnト4恥ト

各々のこの区聞における平均周波数をそれぞれ戸1)お

よび f<2），またこの場合時計を controlする周波数を

j<Olであるとすれば，時点 tにおける時計面の差 yは

次式で表わされる。

、（ 1 1 1 f(ll_ f〔：2)
門。＋j<O) j－＝マーで－ft打。＋ムマ話一t (1) 

l Jー j(l)) fCO 

実際の測定値は発振器自身のランダム特性および測定誤

差のため（1）の値の周りに分散 q2の正規法則に従っ

て分布しているものとする。

二つの発援器 Q(l）およびOゅの平在発振周波数の差

の割合 (f<l）ーJ<2)1fゅの値はTだけ隔たった2時点に

おける測定値から

〆輔、
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f<1>-.fC2> 1 ( ) 
fCO）～Tly(t+T)-y(t)} (2) 

なる計算によって求められるのであるが，この値の推定

の精度を与える分散の値はおりT2となる。したがって

推定区聞が長いほどその精度はよくなるはずである。と

はいってもその区聞を余り長く取ると，期間内における

Agingが無視されてしまうおそれが生じてくるのであ

る。またこのようにして推定された結果からは，母数 q2

に関する情報は何とも得られないのである。

Tなる期間中に nの測定を行なってその測定値によ

り，この期間の平均周波数を計算する手段としては次の

二つの方法が考えられる。

c i）直線推定法
前に述べたように時点 t，における測定値仇は（1)
式によって表わされる直線の周りに正規法則に従って分

布するので，測定値系列 (t.,Yi), (t2, Y2), ··・H ・， Ctn+!•

Yn+i）を基として正規回帰論により回師直線

Yo+at 

を求めれば最:;t解として

(3) 

a fCl）ー（2)
～ fCO) 

が得られる．この場合時間の原点を上記測定時点の中央

(4) 

淘＋l

すなわち呂ら＝Oとなるように取っておけば，約と a

王
手’’L』立品虫wヨヨはと、Eノa
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和方平差残び並

りaの分散u;,2は
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tn+l 
σ♂＝u2/ i~ 1,2 

となり，また真の値 aの信頼限界は

t= (aーのJ豆0,.;n=玄
～I .L; (y,-Yo -ti)2 

(5) 

(6) 

が Studentの t分布iと従うと乏から得られる。この方

法によれば単に周波数の偏差の割合の推定精度が上げら

れるのみでなく，元の分布の分散σZの値が Sf需により

最克値として求められる上， (6）式のように信頼限界

も与えられ極めて正確な表現が可能となるのである。

(ii）最小自乗法

原理的にはほとんど（ i）と同じであるが，手取り早

く推定するためにはこの方法を使う。これは（1）式を

基として考えられる残差平方和

S＝芸｛cy，一Yi
を最，j、とするaの値を求めればよU、。その結果は

(7) 

五＝芸(t，一仰 (8) 

となるが，この値の分散を計算すると

_2＿ームマ＋｛五主主）〉 (9) ＠一山(t,-ti) l I: (t,-t1)2 J 

となる。との値は（ i）におけるl'"'¥5）式よりも大きい

のであるが，時間の原点 t.• をこれら測定時点、の中央に

選べば（9）式の第2項は消え（ i）の場合と同じとな

る。
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