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チップスケール原子時計（Chip-Scale Atomic Clock, 
CSAC）は高安定、低消費電力、小型な周波数基準源
として注目されている [1]。CSAC の研究開発は、米
国 DARPA のプロジェクトとして、NIST を中心に
2002 年からプロジェクトが始まった。2011 年には米
Symmetricom 社（当時）から民生用として CSAC SA.45 s
の販売が開始されている。現在では、海底地震計や低
軌道衛星など、消費電力や体積が厳しく制限される用
途への展開も報告、計画されている [2][3]。一方で、
更なる小型化、省電力化、低コスト化に向け、米国 [4]
をはじめ、日 [5][6]、仏 [7]、中 [8]、露 [9]、韓 [10]、
スイス [11]、イスラエル [12] など世界各国で開発が進
められている。しかしながら、量子部の設計・製造の
複 雑 さ か ら、10 cm3 以 上 の 大 き さ、 消 費 電 力 は
60 mW 程度にとどまっており「真のチップ化」にはほ
ど遠い。

我々は世界に先駆けて、原子時計のチップ化に取り
組んでいるが、この複雑な量子部を精緻に設計するた
め、高精度かつ高速な CPT 共鳴シミュレータの開発
に着手した。これまでの原子共鳴シミュレーションで
は、簡素な 3 準位モデルを採用しているため [13]–[15]、
定量解析が不可能であった。そこで、我々は、より精
密なモデルを用いた原子共鳴シミュレータを開発する
とともに、時間応答の高速解析アルゴリズムの実装も

行った。本稿では、それらの開発状況及びその応用例
としてチップ化に適した原子共鳴の検出方法について
紹介する。

	 チップスケール原子時計

2.1　装置構成
図 1 に米国で開発された CSAC の装置構成の概略

を示す。CSAC は原子共鳴を観測するための量子部と、
原子時計動作を維持するための制御回路とで構成され
る [16]。

量子部は主に半導体レーザ、蒸気状のアルカリ原子
と壁面衝突を防ぐためのバッファガスを封入したガス
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図 1　チップスケール原子時計の構成
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情報通信研究機構（NICT）では、携帯端末に利用できる周波数基準としてチップスケール原子時
計の研究開発を行っている。原子時計のチップ化において、高精度な原子共鳴シミュレータは非
常に重要なツールとなる。本稿では、原子時計動作において重要となる Coherent Population 
Trapping（CPT）共鳴のシミュレータの開発状況を紹介するとともに、チップ化に適した原子共鳴
の検出方法について紹介する。

NICT has researched and developed Chip-Scale Atomic Clock (CSAC) for a frequency refer-
ence on portable device. To make the atomic clock one chip, the precise atomic resonance simu-
lator will be an important tool. This article introduces the development status of Coherent 
Population Trapping (CPT) resonance simulator, which is important for atomic clock operation, and 
introduces an atomic resonance detection method suitable for CSAC as its application.
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セル、フォトディテクタから成り、その構成は、アル
カリ原子にレーザ光を照射し、透過光強度をフォト
ディテクタで検出するというシンプルなものである。
従来の原子時計では遷移周波数に応じた周波数の電磁
波を原子に照射するが、CSAC では𝜔𝜔� 、𝜔𝜔� の 2 本の
レーザ光の“差周波数”を用いている。レーザの差周
波数 𝑓𝑓��(� ��� � ������) がアルカリ原子の遷移周波
数𝑓𝑓��� に一致したとき、アルカリ原子と 2 本のレーザ
が相互作用しなくなり、透過光強度が増加する（透明
化する）[17]。これを CPT 共鳴と呼ぶ。CPT 共鳴に必
要な 2 本のレーザ光は、半導体レーザの駆動電流を遷
移周波数の半分の周波数 𝑓𝑓���/2 で変調し、± 1 次の
サイドバンドを利用するのが一般的である。

従来の二重共鳴型小型原子時計との大きな違いは、
アルカリ原子の数 GHz のマイクロ波遷移（2.3で詳述）
を検出するのにレーザ光を用いていることである。こ
れまでの原子時計は、アルカリ原子に数 GHz のマイ
クロ波（波長 数 cm）を照射するため、波長以上の空
間が必要となり小型化が難しかった。これに対して、
CPT 共鳴を使った原子時計では、2 本のレーザ光（波
長 約 800 nm から 900 nm）の差周波数を利用するこ
とで小さい空間でマイクロ波遷移を検出できるため、
量子部をミリオーダまで小型化することができる。

制御回路は、 Phase Locked Loop（PLL）を用いた周
波数シンセサイザと、量子部の温度、レーザの発振波
長及び印加磁場を安定化する制御回路とから成る。周
波数シンセサイザで生成されるマイクロ波は、半導体
レーザの変調に利用され、フォトディテクタからの出
力を用いてフィードバック制御される。

また、実際のパッケージでは、静磁場を印加するた
めのコイル、磁気シールド、温度制御に用いるサーミ
スタやヒータも搭載される。

2.2　Coherent Population Trapping（CPT）共鳴
ここでは、CPT 共鳴について詳述する。CPT 共鳴

に関係する準位を図 1 の下部に示す。図のように、
2 つの基底準位と共通の励起準位で構成される系はΛ
型 3 準位系と呼ばれる。アルカリ原子の場合、基底準
位間の遷移はマイクロ波帯（数 GHz）にあり磁気双極
子遷移、基底 – 励起間の遷移は光波長帯（周波数 数百
THz、波長 数百 nm）にあり電子双極子遷移である。
原子共鳴の共鳴線幅は状態間の緩和率（緩和時間の逆
数）で決まり、CPT 原子時計などのガスセル型原子時
計の場合、基底準位間の線幅はアルカリ原子同士のス
ピン交換緩和や壁面との衝突緩和、バッファガスとの
衝突緩和、光強度による線幅広がり（パワーブロード
ニング）に依存する。また、これら緩和率はガスセル
の大きさやレーザ光強度によって値が決まる。典型的

には、大きさ 1 mm3 のガスセルを用いた場合、線幅
は数 kHz 程度である。基底 – 励起間の線幅はアルカ
リ原子とバッファガスとの衝突緩和が支配的である。
バッファガスは、アルカリ原子と壁面との衝突緩和を
防ぎ、基底準位間の線幅を細くする役割がある。バッ
ファガスはネオンやアルゴンなどの希ガス、窒素など
の不活性ガスが用いられる。封入される原子種、分子
種でアルカリ原子との衝突断面積が異なり、また、
バッファガス圧力により単位時間当たりの衝突回数が
決まるため、バッファガスとの衝突緩和はバッファガ
スの種類と圧力に依存する。典型的には、1 mm3 の
大きさに封入されるバッファガスの圧力は 10 kPa か
ら 100 kPa であり、基底 – 励起間の線幅は数百 MHz
から数 GHz となる。これはアルカリ原子の基底 – 励
起間の自然放出率よりもおよそ数十倍から数百倍大き
い。

通常、レーザ光の周波数が光学遷移周波数と等しけ
れば、レーザ光は原子と相互作用し吸収され、透過光
強度が小さくなる。一方、周波数の異なる 2 本のレー
ザをアルカリ原子に同時に照射し、その差周波数が基
底準位間の周波数差に一致したとき、レーザ光と原子
が相互しなくなる現象が生じる [13][17]。この現象を
CPT と呼び、原子からの蛍光強度が小さくなり原子
が暗く見えることからこの状態は暗状態（Dark state）
と呼ばれる。CPT 共鳴の線幅は上述のとおり数 kHz
程度であることから、CPT 共鳴は基底準位間の遷移
周波数（数 GHz）に対して数 kHz 程度の共鳴線幅の急
峻な透過光強度変化として検出される。そのため、透
過光強度の測定によって基底準位間の遷移周波数を測
定できる。

2.3　セシウム原子の超微細構造
図 2 に 133Cs D1 線の準位構造を示す [18]。アルカリ

原子は核スピンを持つことから、原子核と電子のスピ
ン相互作用により、基底準位（S1/2）は 2 つに分裂する。
このようにスピン相互作用により分裂している準位構
造は超微細構造（Hyperfine structure）と呼ばれる。
セシウム原子の基底準位間の遷移周波数は現在の国際
単位系の秒の定義となっており、正確に 9 192 631 
770 Hz である。

静磁場中における原子の超微細構造はゼーマン効果
によって縮退が解け分裂する。静磁場により分裂した
準位は、磁気副準位あるいはゼーマンサブレベルと呼
ばれる。また、静磁場によって生じる周波数シフトは
ゼーマンシフトと呼ばれる。各準位で磁気副準位の数
は異なる。準位数は全角運動量量子数 𝐹𝐹 によって決ま
り、  個の磁気副準位が存在する。磁気副準位
は磁気量子数𝑚𝑚� で区別され、𝑚𝑚� は  から𝐹𝐹 までの
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整数をとる。静磁場による周波数シフト量は Breit-
Rabi 公式により記述される [19]。

𝑓𝑓�� � � 𝑓𝑓���
2�2� � �� � ��𝜇𝜇�𝑚𝑚�� � 𝑓𝑓���

2 �� � 4𝑚𝑚�𝑥𝑥
2� � � � 𝑥𝑥��

�
�

ただし、、� � �𝑔𝑔� � 𝑔𝑔��𝜇𝜇�𝐵𝐵 𝑓𝑓��� � （1）

ここで、 𝑓𝑓��� は基底準位間の周波数差、 𝐼𝐼 は核スピン、
𝑔𝑔� は核 𝑔𝑔 因子、𝑔𝑔� はランデ 𝑔𝑔 因子、𝜇𝜇� はボーア磁子
である。50 mT 以下の静磁場においては、ゼーマン
シフトの大きさは磁気量子数𝑚𝑚� にほぼ比例する [19]。
そのため、外部磁場による外乱を最小限にするために、
1 次のゼーマンシフトが 0 になる最も静磁場に鈍感な
𝑚𝑚� � � � � の遷移を時計遷移として利用する。

	 32 準位（精密）モデルによる	
	 シミュレーション　　　　

3.1　計算モデル
本解析では、実際のアルカリ原子の振る舞いをモデ

ル化するため、バッファガスとして希ガス（Ar や
Ne）が封止されているアルカリ原子を解析対象とする。
バッファガスはアルカリ原子の壁面衝突緩和を防ぐ役
割がある [20]。計算を簡単にするために、ガスセル内
部での光減衰や内部磁場の不均一性は無視し、光軸方
向やビーム径方向の空間的なメッシュは切らない。
レーザ光源は D1 線（894.6 nm）とする。セシウム原子
の核スピンは 9/2 であることから、全角運動量量子数
𝐹𝐹 は 3 もしくは 4 である。したがって、D1 線の計算
に必要な準位数は基底準位 16 準位、励起準位 16 準位
の合計 32 準位となる。

3.2　計算方法
CPT 共鳴の吸収スペクトルの計算は密度行列解析

を用いて行われる [21][22]。本研究では、セシウム原

子の D1 線における 32 準位すべての準位を表現するた
めに、各準位に対して番号付けを行うと、密度行列は
以下のような 32 × 32 の行列となる。 

𝜌𝜌 � �
𝜌𝜌��� ⋯ 𝜌𝜌����
⋮ ⋱ ⋮

𝜌𝜌���� ⋯ 𝜌𝜌�����
� � （2）

密度行列では、対角項がポピュレーション、非対角項
が準位間のコヒーレンスとして表現される。なお、遷
移選択則が成り立たない準位間のコヒーレンスは無視
し て 計 算 を 行 う。 密 度 行 列 𝜌𝜌 の 時 間 発 展 は 量 子
Liouville 方程式に従う [23]。

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �

𝑖𝑖
ℏ �𝜌𝜌𝜌 𝜌𝜌� � �𝜕𝜕 � （3）

ここで、 　  は交換演算子、右辺の第一項の𝐻𝐻 はハミ
ルトニアン行列、第二項の 𝑅𝑅𝑅𝑅 は緩和項である。まず、
第一項のハミルトニアン行列について述べる。ハミル
トニアン行列は原子の内部エネルギー構造と外部振動
電場によるエネルギーによって、以下のように表され
る。

 � （4）

ここで、𝐻𝐻���� は各準位の固有エネルギーである。固
有エネルギーは D1 線の準位構造及び静磁場による
ゼーマンシフトで決まる。第二項は振動電場による項
である。𝒅𝒅 は原子の電気双極子モーメント、𝑬𝑬 はレー
ザ光による振動電界の電界強度である。電気双極子
モーメント𝒅𝒅 は次式で表される。

𝑑𝑑��� � �� � ����������� � ���� � ������ � （5）

こ こ で、 CGC��� は 各 準 位 間 に お け る Clebsch–
Gordan 係数である。Clebsch–Gordan 係数は遷移前
後の 2 つの状態の量子数（磁気量子数𝑚𝑚� 、全角運動
量量子数 𝐹𝐹 ）で決まり、各準位間で値が異なる。

 は遷移双極子行列要素であり、
セシウム原子の D1 線の場合、2.7020（50） × 10 − 29 
C·m である [18]。𝒅𝒅 と𝑬𝑬 の積は、一般にラビ周波数
Ω��� で表現され、以下のように表される。

Ω��� � 𝑑𝑑𝑑𝑑
ℏ � 𝑑𝑑���

ℏ �𝜀𝜀�𝑐𝑐
2𝐼𝐼� � （6）

ここで、ℏ は換算プランク定数 (� � �/2𝜋𝜋) 、 𝐼𝐼� は
光強度、𝜀𝜀� は真空の誘電率、 𝑐𝑐 は光速度である。

式（3）右辺第二項の緩和項について述べる。緩和は
D1 線の電気双極子緩和と基底準位間の磁気双極子緩
和の 2 つに大きく分けられる。電気双極子緩和は励起
準位 62P1/2 から基底準位 62S1/2 への緩和である。バッ
ファガスが封入されている場合、セシウム原子の自然

3

図 2　セシウム原子（133Cs）の D1 線（894.6 nm）の準位構造、本研究が対象と
する多準位モデル
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放出率よりもバッファガスとの衝突緩和が大きくなる
ため、電気双極子緩和はバッファガスとアルカリ原子
の衝突緩和が支配的となる [24]。バッファガスとして、
希ガス（Ne, Ar）を用いた場合、この緩和過程は双極
子 – 励起双極子衝突（Dipole-Induced dipole collision）
に分類され、各準位間の D-ID 衝突による緩和率は
Clebsch-Gordan 係数の 2/5 乗に比例する [25]。

基底準位間の磁気双極子緩和は、アルカリ原子同士
のスピン交換緩和、壁面との衝突緩和、バッファガス
との衝突緩和に分類される。ただし、スピン交換衝突
と壁面衝突は緩和時にスピン伝搬があるため位置依存
性があり、空間メッシュを切らない本解析では扱えな
い。そこで本解析では、これらすべての衝突緩和が摂
動 的 な 緩 和 で あ る と 仮 定 し、 緩 和 率 は Clebsch-
Gordan 係数の 2 乗に比例するとして解析を行う。

以上のハミルトニアン行列、緩和項を式（3）に代入
する。ここでは、定常状態解析を行うため代入した式
の左辺を 0 する。ポピュレーションの規格化条件
(∑ 𝜌𝜌��� � ������ ) を加えて解くと、すべての密度行列要
素 𝜌𝜌��� が導出される。

導出した密度行列要素 𝜌𝜌��� から吸収係数 α を求め
られる。次式により、密度行列要素 𝜌𝜌��� と各サイドバ
ンドに対する吸収係数 α� が関係付けられる。

α� � ℏω𝑛𝑛���� ∑Ω���Im�𝜌𝜌���� 3𝐼𝐼� 	� （7）

ここで、 ℏω は光子 1 個のエネルギー、 𝑛𝑛���� は単
位体積当たりの原子数、 𝐼𝐼� は各サイドバンドの光強
度（単位時間に単位面積を通過する光子のエネルギー
の総量）である。吸収係数 α が求まることで、透過光
強度が計算できる。ガスセル内部で Lambert-Beer の
法則が成り立つと仮定すると、透過光強度を𝐼𝐼�� 、光
路長を 𝐿𝐿 としたとき、下式となる。

𝐼𝐼�� ��𝐼𝐼����������� � （8）

以上のようにして、セシウム原子の D1 線における
CPT 共鳴の定量的な透過光強度が求まる。

3.3　計算例
円偏光σ＋励起のときの CPT 共鳴の透過光強度スペ

クトルの計算例を図 3 に示す。実験条件、計算条件に
ついては文献 [26] を参照のこと。レーザ光から照射
される全光量のうち CPT 共鳴に寄与する 1 次のサイ
ドバンドの割合は 60 % として計算をしている [27]。
静磁場は 16 μT 印加されており、静磁場によって縮
退が解け、7 本の共鳴に分裂しているのが確認できる。
また、円偏光σ＋励起では、ポピュレーションは磁気

量子数 𝑚𝑚� が大きい方に偏るため、磁気量子数𝑚𝑚� が
大きいほど CPT 共鳴の振幅も大きくなる。各ゼーマ
ン副準位の CPT 共鳴の強度は、計算と同傾向を示し、
実験結果と計算結果の比較において 20 % 以内で一致
している。一方で、共鳴線幅は実験結果と計算結果で
異っている。 𝑚𝑚�＝0 の CPT 共鳴では計算と実験は
20 % 以内に収まっているものの、𝑚𝑚� ＝3 の CPT 共
鳴では約 60 ％の誤差が生じている。この理由は 2 つ
考えられる。1 つはガスセル内の静磁場の不均一性で
ある。磁気量子数の絶対値が大きいほど共鳴線幅の計
算結果と実験結果の差は大きくなる傾向にあることか
ら、実験においてガスセル内に磁場勾配があるなど磁
場の不均一が生じていると考えられる。もう 1 つは、
CPT 共鳴の時間応答性である。計算では CPT 共鳴は
左右対称であるのに対して、実験では非対称になって
いる。これは、計算では定常状態解析しているのに対
し、実験では S/N 比が高いスペクトルを得るために、
ランプ関数形状で 1 秒間に 25 回、500 kHz の掃引幅
で周波数掃引している。この周波数掃引によって生じ
る CPT 共鳴の時間応答が原因で非対称になっており、
得られた共鳴線幅が実効的に広がったと考えられる。
そのため、ガスセル内部の空間分割を行い静磁場の不
均一性を考慮することや CPT 共鳴の時間応答性を考
慮した計算を行うことで、計算結果と実験結果の差は
さらに小さくなると考えられる。

	 時間応答の高速解析アルゴリズム

4.1　従来のアルゴリズムの問題点
CPT 共鳴の解析では定常状態解析が主であり、Λ

型 3 準位の静特性の代数解析は 2011 年に T. Zanon-
Willette らが報告している [21]。CPT 共鳴の時間応答
特性が系統的に数値解析できるようになったのは比較
的最近の 2015 年である [28]。例外として、Λ型 3 準
位を 2 準位に近似して時間応答を解析的に解くことが

4

図 3　円偏光σ+ 励起のときの CPT 共鳴スペクトルの計算結果と実験結果（参
考文献 [26]より引用）
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報告されている [29] が、この方法では励起準位を無
視して計算するため、光強度に関連する効果（光シフ
トやレーザ光による線幅広がり）は考慮することがで
きず、汎用的な解は得られない。

CPT 共鳴の時間応答の数値計算が発展しなかった
主な理由は基底準位間の緩和率（< 数 kHz）と基底 –
励起準位間の緩和率（> 数 100 MHz）に 5 桁から 8 桁
程度の大きな開きがあるためである。解を得るために、
オイラー法やルンゲ・クッタ法など逐次的な数値解法
を適用すると、CFL（Courant-Friedrichs-Lewy）条件
を満たすために非常に細かい時間ステップで計算する
必要がある。そのため、1 つの解を得るために膨大な
計算時間（数日程度）が必要であることから、時間応
答の数値計算は進展してこなかった。 

この問題に対し、2015 年に筆者は時間応答の解を
得るために、周期境界条件を加えることで高速に解を
得るアルゴリズムを報告した [28]。この方法は、時間
周期性がある解のみを対象とし、周期を微小区間に分
割して時間発展の数値解を求める方法である。翌年の
2016 年には、別のグループからこのアルゴリズムの
一般化が報告され、これにより系統的に時間応答特性
の数値解析ができるようになった [30]。しかし、この
方法は、原理的に時間分割による不連続によって量子
化誤差やエリアシング（Aliasing）が発生し、計算精度
低下の要因となる（図 4）。量子化誤差やエリアシング
は分割数が大きいほど小さくなるが、分割数 Nc が多
いほど計算時間は増加する。そのため、計算時間と計
算精度にはトレードオフ関係が成り立つ。CPT 共鳴
の典型的な S/N 比は 50 dB から 70 dB 程度であるため、
ノイズを含めた解析をする場合、最低でも数値誤差は
60 dB 以下に抑える必要がある。したがって、S/N 比

やノイズ解析などにおいて、計算時間と精度のトレー
ドオフは大きな障害となる。

そこで、我々は、計算時間と計算精度のトレードオ
フを解決するために、ガラーキンスペクトル法に基づ
いた CPT 共鳴の時間発展解析法を提案した [31]。ガ
ラーキンスペクトル法は重み付き残差法の一種であり、
圧電デバイス（水晶振動子など）の振動解析などに広
く使われる方法である [32]。この方法では、解を連続
関数として扱うため、時間分割による不連続は生じず、
高精度かつ短時間で解が求められる。

4.2　計算方法
4.2.1　計算モデルと支配方程式

本計算においては、図 5 に示すようなΛ型 3 準位系
を計算モデルとして採用し、その周期的な時間発展を
計算する。ここで、|1⟩ 及び|2⟩ はそれぞれ 62S1/2 の基
底準位  と  に対応し、
|3⟩ は励起準位 62P1/2 に対応する。励起 – 基底間のすべ
ての緩和率Γ� � Γ�� � Γ�� であり、各準位への緩和率
は Γ�� � Γ��, γ� � Γ�/2 である。基底準位間の緩和率
はγ� であり、これは励起 – 基底準位間の緩和率より
もとても小さい(γ� ≪ γ�) 。

3 準位系のとき、各準位のポピュレーションと各準
位間のコヒーレンスを表現するために、その状態は
3 × 3 の密度行列で表される。密度行列𝜌𝜌 としたとき、
式（3）と同様に、密度行列の時間発展は量子 Liouville
方程式に従う。𝐻𝐻 はハミルトニアン行列をとし、𝐻𝐻 は
各準位のエネルギー構造や、光強度（ラビ周波数）、
レーザの周波数離調のパラメータが含まれる。𝑅𝑅𝑅𝑅 は
緩和行列であり、壁面やバッファガスなどの衝突によ
る緩和とする。そして、式（3）を回転波近似（Rotation 
Wave Approximation, RWA）すると、式（3）は以下の
ような 9 次の 1 階偏微分方程式に書き換えられる。

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 |𝜌𝜌� � ��|𝜌𝜌� � （9）

ここで、|𝜌𝜌� は 3 × 3 の密度行列を 9 次の列ベクトル
化したものであり密度ベクトルという。 �𝐻𝐻は 9 × 9
のハミルトニアン行列で緩和項を含んでいる。計算を
簡単化するために、密度行列 𝜌𝜌 はエルミートであるこ
とを考慮すると、密度ベクトル|𝜌𝜌� は以下のように定
義できる。

|𝜌𝜌�� � �𝜌𝜌��, 𝜌𝜌��, 𝜌𝜌��, Re�𝜌𝜌���, Re�𝜌𝜌���,
        Re�𝜌𝜌���, Im�𝜌𝜌���, Im�𝜌𝜌���, Im�𝜌𝜌���� 

� （10）

このようにすることで、密度行列の要素をすべて実数
で扱うことができる。また、このときの �𝐻𝐻は以下のよ
うになる。

図 4　従来法と提案法の比較
（a）時間軸表示、（b）周波数軸表示
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0 Ω�/2 δ� 0 0

0 Ω�– /2 Ω�/2
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00

– δ�
0
0
– γ� ⎠

� （11）

ハミルトニアン行列𝐻𝐻�が時間依存しないとき、定常
状態の密度ベクトル|𝜌𝜌� は代数的に求められることが
知られている [21]。次項からは、 �𝐻𝐻が時間依存する密
度ベクトル|𝜌𝜌� の解法について、従来法と提案法の 2
種類の計算方法について述べる。

4.2.2　従来法による時間発展の計算
従来法では、 𝑇𝑇��� 秒の周期性のあるハミルトニア

ンを𝑁𝑁� 分割し各点における密度ベクトル|𝜌𝜌�� を求める 
[30][33]。ただし、 𝑖𝑖 は 0 から𝑁𝑁� � � までの整数とし、
𝑖𝑖 番目の分割区間内における �𝐻𝐻� は時間依存しない定
数行列とする。また、周期境界における密度ベクトル
を|𝜌𝜌�� とする。

任意の 𝑖𝑖 における密度ベクトル|𝜌𝜌�� の時間発展を考
える。時間発展後の密度ベクトル |𝜌𝜌���� は密度ベク
トル |𝜌𝜌�� を初期ベクトルとしたときの𝑇𝑇���/𝑁𝑁�秒後の
密度ベクトルであるため、式（9）より |𝜌𝜌���� と|𝜌𝜌�� に
は以下のような関係が成り立つ。

|𝜌𝜌���� � ��������𝑇𝑇���/𝑁𝑁��|𝜌𝜌�� � （12）

ここで、  は行列の指数関数表示である。式
（12）より密度ベクトルにおける漸化式が得られたた
め、全区間における密度ベクトルの時間発展について
考える。1 周期後の密度ベクトルを |𝜌𝜌��� とすると、
|𝜌𝜌��� は周期境界における密度ベクトル|𝜌𝜌�� を使って、

以下のように表すことができる。

|𝜌𝜌��� � ����������𝑇𝑇���/𝑁𝑁���
����

���
|𝜌𝜌�� � （13）

上式に加え、周期境界条件より|𝜌𝜌��� � |𝜌𝜌�� であるこ
とを考慮すると、下式が得られる。

�����������𝑇𝑇���/𝑁𝑁���
����

���
� �� |𝜌𝜌�� � ��� � （14）

ここで、𝐸𝐸 は 9 × 9 の単位行列である。|𝜌𝜌�� はゼロベ
ク ト ル で は な い こ と か ら、 式（14）か ら |𝜌𝜌�� は
�∏ ���������𝑇𝑇���/𝑁𝑁���������� � 𝐸𝐸�の固有値 0 の固有ベ
クトルである。この行列要素はすべて既知であるため、
固有値 0 の固有ベクトルを求めることで周期境界にお
ける密度ベクトル|𝜌𝜌�� が求まる。各点における密度ベ
クトル |𝜌𝜌�� については、式（13）と同様に下式により
求まる。

|𝜌𝜌�� �����������𝑇𝑇���/𝑁𝑁���
���

���
|𝜌𝜌�� � （15）

た だ し、 密 度 ベ ク ト ル |𝜌𝜌�� は 常 に 規 格 化 条 件
 (∑ 𝜌𝜌������� )  を満たすように規格化される。
4.2.3　提案法による時間発展の計算

提案法では、密度ベクトル |𝜌𝜌� をフーリエ級数展開
し、各フーリエ級数の重みを計算することで密度ベク
トルの時間発展を求める [31]。 �𝐻𝐻 は非時間依存の項
�𝐻𝐻�と時間依存の項 𝐻𝐻��𝑓𝑓�𝑡𝑡� を用いて、以下のように分

解することができる。

�𝐻𝐻 � 𝐻𝐻�� � 𝐻𝐻��𝑓𝑓�𝑡𝑡� � （16）

ここで、 𝑓𝑓�𝑡𝑡� は時間に依存する任意の関数である。
式（16）を式（9）に代入すると、

� 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 � ��� � ���𝑓𝑓�𝑡𝑡�� |𝜌𝜌� � ��� � （17）

が得られる。上式を解くことで、密度ベクトル |𝜌𝜌� 、
すなわち、CPT 共鳴における透過光強度の時間発展
が求められる。

図 5　本解析対象のモデル
（a）セシウム原子の準位構造、（b）Λ型 3準位モデル
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ここから周期境界条件で式（17）を解くことを考え
る。そのため、𝑓𝑓�𝑡𝑡� をフーリエ級数展開すると、

��

���
𝑓𝑓�𝑡𝑡� � ��𝑎𝑎����cos�𝑘𝑘𝑘𝑘���𝑡𝑡� � 𝑎𝑎��sin�𝑘𝑘𝑘𝑘���𝑡𝑡�� �（18）

が得られ、同様に|𝜌𝜌� についてもフーリエ級数展開す
ると、

|𝜌𝜌� � 𝑐𝑐   ⃗    � ���𝑐𝑐    ⃗     ����cos�𝑘𝑘𝑘𝑘���𝑡𝑡� 
��

���
� 𝑐𝑐  ��sin�𝑘𝑘𝑘𝑘���𝑡𝑡�� � �� 

� （19）

となる。ここで、𝑁𝑁� はフーリエ級数展開の最大次数
であり、数値計算の時間分解能を決定する重要なパラ
メータである。 𝑐𝑐𝑐 はフーリエ係数であり、9 次の列ベ
ク ト ル で あ る。 𝑪𝑪 は 𝑐𝑐𝑐 を 結 合 し た 行 列 で あ り
9  行列である。なお、 𝜑𝜑 は形状関数であ
り、

� � �1, sin�𝜔𝜔���𝑡𝑡� , cos�𝜔𝜔���𝑡𝑡� ,⋯ ,
 sin���𝜔𝜔���𝑡𝑡� , cos���𝜔𝜔���𝑡𝑡��𝖳𝖳 � （20）

と表される。
これらを使うと、重み付き残差法により以下の式が得
られる。

� 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕� �� � �𝐻𝐻� � 𝐻𝐻��𝑓𝑓�𝜕𝜕�� |𝜌𝜌��

����

�

𝖳𝖳
�𝜕𝜕 � � � （21）

ここで、 𝑂𝑂 は 9 の零行列である。 |𝜌𝜌� と
  はフーリエ展開していること、正弦関数と余弦関

数は直交基底関数であることから、式（21）の左辺の
各係数行列要素は簡単に求めることができ、

 � （22）

が得られる。𝑀𝑀 は 9 の全体行列である。
式（22）に規格化条件 (∑𝜌𝜌��� � �) を加えて、 𝑪𝑪 を解く

ことで|𝜌𝜌� の各フーリエ級数の重みを計算することが
でき、|𝜌𝜌� の時間発展が求まる。

4.3　従来法と提案法の比較
従来法と提案法の比較のために、最大の周波数偏移

𝑓𝑓��� を 500 Hz、10 kHz に設定したときの CPT 共鳴
の時間応答特性を図 6 及び図 7 に示す。本解析では、
バッファガスとの衝突を考慮して励起準位の緩和率を
2 π× 720 MHz、基底準位間の緩和率を 2 π× 100 
Hz、ラビ周波数を 1 MHz に設定している。

図 6 では最大の周波数偏移𝑓𝑓��� を CPT 共鳴の線幅
とほぼ同じの 500 Hz に設定している。そのため、光
強度は周期𝑇𝑇���/2 で変化している。従来法では、透
過光強度変化の遅延が生じ、分割数Nc が小さいほど
遅延量が大きい。これは、時間分割することによって
生じる sinc フィルタによる影響である。一方で、提
案法では、遅延は生じず、遅延量はNp に依らず一定
であった。したがって、同期検波など透過光強度信号
の位相情報を利用する場合、提案法はより解析に有利
であると言える。

図 7 では 𝑓𝑓��� を CPT 共鳴の線幅より十分大きい 10 
kHz に設定している。図 6 とは異なり、周波数が原
子共鳴の遷移周波数に一致した時に鋭い共鳴線が得ら
れるのが確認できる。この条件では、時間応答の解が
高次のフーリエ周波数成分を持つため、低い𝑁𝑁� では
良い計算精度を得るのは難しい。しかしながら、図 8
に示すように、数値解の収束から考えると、提案法は
従来法より効率の点で優れる。ここで，縦軸の数値誤
差は L2 ノルムで表しており、𝑁𝑁�  = 2048 の数値解析
結果を真値として計算している。横軸の計算時間は
Np  = 128 の時の計算時間 185 ms を 1 として規格化し
ている。計算に使用した CPU 及びメモリ容量はそれ
ぞれ Intel CoreTM i7-6700 Processor、40 GB である。
本図から、ノイズ解析等を対象として相対誤差を
− 60 dB 以下に設定する場合、提案法は従来法の約 1

（a）従来法 （b）提案法
図 6　CPT 共鳴の時間応答（𝑓𝑓��� =500 Hz）
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万分の 1 の計算時間で計算結果を得ることができる。
提案法により、計算時間が大幅に短縮されたことか

ら、従来法では計算が困難であったノイズ解析が行え
るようになった。計算例として、図 7 の条件にレーザ
周波数ノイズを加えたときの結果を図 9 に示す。レー
ザ周波数ノイズは、CPT 共鳴の S/N 比劣化の主要因
であることが知られている [34]。これまでの解析では
CPT 共鳴の信号とノイズを個別に計算して、それら
結果を足し合わせて解析を行っていた。一方、提案法
では、個別ではなく、式（3）に基づき同一の方程式か
ら解を導くことができる。この結果で注目すべきは共
鳴中心（𝑡𝑡𝑡𝑇𝑇��� � 0, 0.5 ,1）の時のノイズ量であり、共
鳴状態でノイズが大きく減少していることが分かる。
これは、CPT 共鳴の状態ではレーザと原子で相互作
用しなくなるため、レーザ周波数ノイズに起因する
FM-AM 変換ノイズが小さくなったと考えられる。こ
の傾向は、従来の信号とノイズの重ね合わせでは再現
できず、本解析法により精緻な計算が実現できている
ことが本図からも分かる。

	 チップ化に適した共鳴の検出方法の開発

5.1　従来の共鳴検出方法の課題
原子共鳴の S/N 比が高く、共鳴線幅が細いほど原

子時計の短期安定度は改善される [35]。しかし、細い
線幅の共鳴は、共鳴への周波数捕捉帯域，いわゆる
ロックレンジが狭いという課題を有する。狭いロック
レンジに着実に周辺回路の周波数を合わせ込むために
は、周辺回路に精密な周波数制御技術が要求される。
精密な周波数制御を行うには性能の良い局部発振器が
必要になるため、高安定化するほど、周辺回路の消費
電力とコストが増大してしまう。

そこで、我々は CPT 共鳴の位相に着目し、共鳴検
出方法として位相変調法を提案した [36]。位相変調は
安定度を損なうことなく、従来法よりも広いロックレ
ンジが得られることが特徴である。また、変調方式を
変更するのみで実現できるため追加の光学素子や電子
回路を必要としないことも大きな利点である。本章で
は、前述で述べたシミュレータを用いてロックレンジ
の解析を行った。また、ロックレンジの拡大効果を検
証するために、面発光半導体レーザと 87Rb ガスセル
を用いて、比較検証を行った。

5
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図 7　CPT 共鳴の時間応答（𝑓𝑓��� = 10 kHz）

（a）従来法

図 8　従来法と提案法の計算時間に対する L2 ノルムによる計算誤差 
（𝑓𝑓��� =10 kHz）
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図 9　レーザ周波数ノイズ（LFN: Laser frequency noise）を考慮したとき
の CPT 共鳴の時間応答特性
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5.2　CPT 共鳴の検出方法
CPT 共鳴を用いた原子時計は、従来の二重共鳴型

ルビジウム原子時計と同様に、RF シンセサイザに周
波数変調（FM: Frequency modulation）をかけてスペ
クトルの中心周波数を検出する。より具体的には、変
調周波数と透過光強度信号の同期検波を行うことで、
中心からの周波数差に応じた正負のエラー信号が得ら
れる。周波数変調においては、周波数変調の速さは基
底準位間の緩和時間よりも十分に小さいことが求めら
れる [35]。この制限は、CPT 共鳴及び二重共鳴型共に、
透過光強度変化が準位間のポピュレーションの移動に
依存しているために生じている。一方で、位相変調

（PM: Phase modulation）は原子により生じる位相変
化（すなわち分散）を検出する方法である。RF シンセ
サイザの位相を高速に変化させることで、原子により
生じた位相遅延と参照信号との干渉信号を得ることが
できる。この方法では、共鳴検出は位相遅延の信号と
参照信号とのビートに基づいているため、ポピュレー
ションの移動による制限は受けない。そのため、高速
な共鳴検出が可能となる。

5.3　計算方法
計算モデルは前章で用いたΛ型 3 準位を採用する。

ただし、対象とするアルカリ原子は実験と比較するた
め 87Rb とする。そのため、2 つ基底準位は 52S1/2 の
�� � 2,𝑚𝑚� � �� と  とし、励起準位は
52P1/2 とし、円偏光σ+ で励起する。バッファガスとし
て 4.0 kPa の N2 を封入しており、励起準位からの緩
和率はバッファガス衝突により 490 MHz に広がって
いる [24]。変調深さは、周波数変調では CPT 共鳴の
半値全幅と同じにし、位相変調では 0.8 rad としてい
る。

5.4　実験方法
位相変調の特性を検証するために、図 10 のような

実験装置を構築した。ガスセルは円筒形で、長さ
22.5 mm、直径 25 mm のものを使用した。ガスセル
には同位体選別された 87Rb とバッファガスとして N2

が 4.0 kPa 封入されている。ガスセルは恒温槽内に設
置されており、60.0 ℃に温度を安定化した。ガスセル
の周囲にはソレノイドコイルが配置され、レーザ光軸
方向に静磁場を印加した。レーザ光源としては、シン
グルモードの 795 nm の面発光半導体レーザを使った。
直接変調するためのマイクロ波強度は –11.2 dBm、光
強度とビーム直径はそれぞれ 16 μW、3 mm であった。
透過光強度はフォトディテクタで検出され、CPT 共
鳴が取得される。また、局部発振器として温度補償型
水晶発振器を、周波数安定度を測るための周波数リ
ファレンスとしては水素メーザを用いた。

5.5　計算結果と実験結果
5.5.1　共鳴近傍におけるエラー信号の解析

図 11 に CPT 共鳴の変調周波数𝑓𝑓��� を変化させた
ときの信号強度特性の計算結果を示す。周波数変調で
は信号強度はカットオフ特性を持つことが分かる。
カットオフ周波数は共鳴の半値半幅 𝛾𝛾 により決まって
おり、それ以降では –20 dB/dec で振幅が減少する。
一方で、位相変調では、信号強度特性はバンドパス特

図 10　実験装置構成
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図 11　変調周波数 𝑓𝑓��� に対する CPT 共鳴の信号強度特性
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性を示している。変調周波数が共鳴の半値半幅よりも
低いとき振幅は周波数変調よりも小さいが、半値半幅
よりも大きいと振幅は周波数変調と同程度となる。数
百 MHz 以上の光遷移の緩和率よりも大きい変調周波
数の領域では共鳴振幅は減少傾向に転じる。このよう
に、変調方式によって利用できる変調周波数の帯域は
異なる。

図 12 に周波数変調（ 𝑓𝑓���  = 270 Hz）と位相変調
（𝑓𝑓���  = 100 kHz）におけるエラー信号の計算結果を
示す。横軸は周波数離調 δ を示している。

2 準位系におけるエラー信号の導出を参考に代数解
析を行う [37]–[39]。CPT 共鳴は半値半幅 𝛾𝛾 のローレ
ンツ形状の共鳴 [17] とし、変調周波数ω��� は 𝛾𝛾 より
も大きいとすると、位相変調のエラー信号は複素電気
感受率 χ を使って以下のように表される。

ε�� � �����χ� � �� 2𝛿𝛿𝛿𝛿
𝛿𝛿� � 𝛿𝛿� � （23）

ここで、 K はサイドバンド強度に依存する係数であ
る。一方で、変調周波数ω��� を 𝛾𝛾 にしたときの周波
数変調のエラー信号は以下のように表される。

ε�� � �Kω���
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 Im�χ� 

 � �𝐾𝐾 2𝛿𝛿𝛿𝛿�
�𝑑𝑑� � 𝛿𝛿��� �

𝛾𝛾�
𝛿𝛿� � 𝛿𝛿� 𝜀𝜀�� 

� （24）

これら式より、共鳴内 (|δ/γ| � �) におけるエラー信号
は同傾向を示し、共鳴中心 ( )  におけるエラー信
号の傾きは

𝑑𝑑𝑑��
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

���
� 𝑑𝑑𝑑��

𝑑𝑑𝑑𝑑 �
���

� �2𝐾𝐾𝛾𝛾 � （25）

となる。原子時計の性能で重要となる短期周波数安定
度は、共鳴近傍における傾きに依存するため、位相変
調と周波数変調の周波数安定度は同程度になると考え
られる。一方で、周波数離調が大きいとき (|δ/γ| � �) 
は、位相変調のエラー信号周波数変調よりも大きい値
が得られる。これは、共鳴外におけるエラー信号が、
位相変調では1/δ に比例して減少するのに対して、周
波数変調では1/δ� に比例して減少するためである。
エラー信号の大きさがノイズレベルよりも大きければ
ロックレンジは拡大するため、位相変調の方がロック
レンジ拡大に有利だと考えられる。
5.5.2　広範なエラー信号スペクトルの比較

エラー信号特性の実験結果と計算結果を図 13 に示
す。同図より、実験結果（図 13（b）,（d））では、▼に
示されたいくつものピークが観測されることが分かる。
これらはゼーマン副準位によるピークであるため、バ
イアス磁場強度を変えることでピーク位置が調節でき
る。計算結果（図 13（a）,（b））では、これらゼーマン
副 準 位 は 考 慮 さ れ て い な い た め、 時 計 遷 移 𝑚𝑚� 

（ ） 𝑚𝑚� のみの結果が示されている。図 13（a）で
は、●で示されるようにメインピークの他にいくつか
のサブピークが存在する。これは、位相変調により生
じたサイドバンドによるピークである。そのため変調
周波数 𝑓𝑓��� の整数倍離れた位置にピークが生成され
ている。これらのピークは実験においても確認される

（図 13（c））。
図 13（c）と（d）を比較すると、ロックレンジが広がっ

たことが確認できる。周波数変調では、エラー信号が
共鳴から離れると急減してノイズレベル以下となり、

図 13　位相変調と周波数変調のエラー信号
（a）位相変調の計算結果、（b）周波数変調の計算結果、（c）位相変調の実験結果、（d）周波数変調の実験結果
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ロックレンジは 6.8 kHz となった。一方で、位相変調
では、エラー信号が共鳴から離れても急減せずノイズ
レベルを下回ることがないため、大きなロックレンジ
が得られる。ただし、変調により生じたゼーマン副準
位のサブピーク（▼ 1）によってエラー信号の反転が生
じ、ロックレンジの値が決まっている。図 13（a）のよ
うに、位相変調における理論的なロックレンジは
2𝑓𝑓��� （= 200 kHz）であるので、実験ではゼーマン副
準位のサブピーク（▼ 1）により阻まれて理論的なロッ
クレンジを確保できないものの、そのロックレンジは
100 kHz と従来よりも 15 倍程度にロックレンジが拡
大された。
5.5.3　周波数安定度

図 14 に位相変調と周波数変調を用いたときの CPT
原子時計の周波数安定度を示す。式（25）より、周波
数変調と位相変調の共鳴近傍におけるエラー信号の傾
きが同じになることから同一の短期安定度が得られる
と予想される。しかし、実際には周波数変調と位相変
調を用いたときの周波数安定度はそれぞれ 9.0 × 
10-11τ����と 5.0 × 10-11τ���� が得られ、位相変調の方
が短期安定度は改善した。この理由は、共鳴検出のノ
イズが下がったためであると考えられる。CPT 原子
時計において短期安定度を劣化させる主要なノイズは
レーザの周波数ノイズによる FM-AM 変換ノイズが
支配的であり [34]、このノイズは高周波帯において減
少していくことが知られている。位相変調では周波数
変調に比べて高い変調周波数で共鳴を検出できること
から、共鳴検出のノイズの減少に伴い周波数安定度が
改善したと考えられる。

	 むすび

本稿では、チップスケール原子時計開発支援ツール
として①精密モデルによる原子共鳴シミュレータと②
時間応答の高速解析アルゴリズムの 2 つのテーマにつ
いて紹介した。その後、シミュレータ活用の例として、

原子時計のチップ化に適した CPT 共鳴の検出方法に
ついて報告した。今後、これら 2 つの解析方法を統合
して、精密モデルで時間応答を解析できるようにする
ほか、シミュレータと実験装置をつないでデータ同化
を行い、量子部の内部状態を詳細に理解・把握するこ
とを検討している。これらによって、効率的な研究開
発を進め、原子時計の真のチップ化の実現を目指す予
定である。
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